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Методом асимптотического интегрирования уравнений теории упругости изучается осесимметричная задача 

теории упругости для неоднородной трансверсально-изотропной конической оболочки. Построены неоднородные и 

однородные решения. Изучено поведение решения полученных краевых задач как во внутренней части оболочки, так 

и около ее краев. Раскрыты особенности напряженно-деформированного состояния неоднородной трансверсально-

изотропной конической оболочки переменной толщины. 

 

Ключевые слова: неоднородные решения, однородные решения, краевой эффект, пограничный слой, анизотро-

пия, асимптотический метод. 

 

By the method of asymptotic integration of elasticity theory equations, an axisymmetric problem of elasticity theory for 

an inhomogeneous transversally-isotropic conic shell is studied. Inhomogeneous and homogeneous solutions are con-

structed. Behavior of the solution of the obtained boundary value problems both in the internal part of the shell and near its 

edges is studied. The peculiarities of the stress-strain state of a variable thickness inhomogeneous transversally-isotropic 

conic shell are revealed. 

 

Keywords: inhomogeneous solutions, homogeneous solutions, edge effect, boundary layer, anisotropy, asymptotic me-

thod. 

 

В [1] асимптотическим методом исследованы 

осесимметричные задачи теории упругости для ко-

нической оболочки. В [2, 3] построена асимптоти-

ческая теория неоднородной конической оболочки 

переменной толщины. В [4] разработана общая 

теория трансверсально-изотропной конической 

оболочки переменной толщины. Решение трехмер-

ных задач для анизотропных конических оболочек 

связано с дополнительными трудностями, обуслов-

ленными значительным увеличением числа пара-

метров, описывающих оболочку. В отличие от изо-

тропных конических оболочек здесь появляются 

новые группы решений, которые характерны толь-

ко для анизотропных конических оболочек.  
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Рассмотрим осесимметричную задачу теории 

упругости для неоднородной трансверсально-

изотропной конической оболочки переменной 

толщины, которая представляет собой тело с двумя 

коническими и двумя сферическими границами. В 

сферической системе координат , ,r    область, 

занятую конической оболочкой, обозначим через  

      1 2 1 2; , ; , 0;2r r r          . 

Уравнения равновесия в перемещениях имеют 

вид 

 2 2

0 1 1 1 2L L L     u 0 ,    (1) 

где 
kL – матричные дифференциальные операторы 

вида  

2
2 2

1 1 2
, , , 

  

  
     

  
  ,

T

u u u . 

Здесь ,u u  – компоненты вектора перемеще-

ний; 0

2

,
r

r

 
 




   − новые безразмерные пе-

ременные; 2 1

2

 



  − малый параметр, характе-

ризующий толщину конической оболочки; 

1 2

0
2

 



  − угол раствора срединной поверхности 

конуса;  1;1  ;  1;1  ; 
0 0;

2




 
 
 

. 

Предполагаем, что модули упругости  ij ijb b   

являются произвольными кусочно-непрерывными 

функциями переменной  , значения которой могут 

меняться в пределах одного порядка. Такую обо-

лочку будем называть слабонеоднородной [5].  

Пусть на боковых поверхностях конической 

оболочки заданы граничные условия 

 
1

M





 σ u τ .    (2) 

Здесь  ,
T

  σ ,  0 1 1

1
M M M


   , 

   
44 44

0

22 23 22 23 0

b b
M

b b b b ctg



   

 


   
, 

44

1

12

0

0

b
M

b
 ,       ;

T

h f    τ . 

Нагрузки    ,h f   , заданные на боковых 

поверхностях, достаточно гладкие функции,  отно-

сительно   имеют порядок  1O . 

Рассмотрим построение частных решений урав-

нений (1), удовлетворяющих граничным условиям 

(2), т.е. неоднородных решений. 

Предполагая, что величина   достаточно мала, 

а нагрузка, заданная на конических границах отно-

сительно  , имеет порядок  1O , неоднородные 

решения будем искать в виде 

 1 ....   0 1u u u , 

 , , 0,1,2,...
T

i iu u i  iu      (3) 

Подстановка (3) в (1), (2) 

приводит к системе, последова-

тельное интегрирование кото-

рой дает соотношения для ко-

эффициентов разложения (3) 

 0 1u e  ,  0 2u e  , 

        1 2 2 31u e e e         ,  

 23

1 2 0

221

b
u dx e ctg

b



  


     

 12

1

221

b
dx e

b



 


 
 

   22 23

1 4

221

b b
dx e e

b



 



   ,  (4) 

где 

        
 

   
 

 

       

0 1

0 11 1 1 0 0

2

0 2 0 0 0

2 0 0 0 1 0 1 0

2

,

,

e
p b e e m t

e
ctg e t m t h

e m ctg t e m e f tg


  




  



       


        


  

     
 

   



 (5) 

 2 21 12
22 2312

22 221 1

;k k

k k

b bb
p d m d

b b
   

 


   ,     

 1
12 23 22

221

k

k

b b b
t d

b
 




  ,      

1

1

k k

ij ijb b d 


  ,  

     f f f     ,      h h h     . 

Однородным решением назовем всякое решение 

уравнений (1), удовлетворяющее условию отсутст-

вия напряжений на боковых поверхностях. 

Построим однородное решение. Положим в (2) 

  τ 0 . Отыскивая решения полученных одно-

родных систем в виде    
1

2,
z

   


u w , 

   ;
T

a c w , приходим к несамосопряженной за-

0L   

     

       

         

     

2

44 12 22 23 12 22 23

2

44 0 12 23 44 22 0 44

2

22 23 44 22 23 0 44 22 23

2 2

0 22 23 0

2

2 2

b b b b b b b

b ctg b b b b ctg b

b b b b b ctg b b b

ctg b b ctg

 

      

     

     

         

         



            

     

, 

     

 

11 44 12 44 12 0

1

12 44 44

2

2

b b b b b ctg
L

b b b

   



     

  

, 
11

2

44

0

0

b
L

b
 , 
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даче со спектральным параметром z 

 
2

2

0 1 2 2

0 1 1

1 1
,

2 2

1
при 1.

2

L z L L z L

M z M


  

 


    
              




         
   


w 0

w 0

 (6) 

При 0   для решения (6) воспользуемся 

асимптотическим методом, основанным на трех 

итерационных процессах [6]. Однородные реше-

ния, соответствующие первому итерационному 

процессу, можно получить из (4), (5), если в них 

положить   τ 0 : 

   1

0 0 0 0 1 12 2
A

u m ctg m t m t   


         (7) 

+     2

0 0 2 1 3 1 1 0 3 0ctg m d d d t m t d d       × 

   1 2

0 0m t O 
   


. 

       1 23

0 0 0 0 0 0

221

1
bA

u m t ctg m t dx m
b



   




 
        

 
  

 
 12 23 2

0

221

b b
m dx O

b






 
  

  
 , 

где  

   2 21
23 2222 23

0

22 221 1

b bb b
d dx d

b b




 

 
 
 
 

  , 

   1

22 23 12 23 22

1

22 221 1

b b b b b
d dx d

b b




 

  
   

 
  , 

   
2 21
23 22 12 23 22

2

22 221 1

b b b b b
d dx d

b b




 

   
   

 
  , 

 2 21
23 22 23

3

22 221 1

b b b
d dx d

b b




 

  
   

 
  . 

Этим решениям соответствуют собственные 

значения 0

1

2
z   . 

Напряжения, соответствующие решениям (7), 

имеют вид 

       1 2

0 0 2 0 12

1 1

A
ctg m x dx t x dx O

 




    


 

 
   

  
  , 

   1 0

0 0 22

0

mA
ctg t O

g
   



 
   

 
,   (8) 

    1

0 0 2 0 12

A
ctg m t O    


     , 

       1

0 0 2 0 12

1 1

A
ctg m x dx t x dx O

 




    


 

 
   

  
  , 

где 22

0 2

12 11 22

b
g

b b b



, 

2 2

22 23

1

22

b b

b



 , 

 12 23 22

2

22

b b b

b



 . 

Решения, соответствующие второму итерацион-

ному процессу, будем отыскивать в виде  
1 1

2 2
20 21 ..........a a a 

 
   

 
, 

 
1 1

2 2
20 21 0 1........, ........c c c z   



        (9) 

Подставляя (9) в (6), после некоторых преобра-

зований получим 

       

1
14 42

2 2 2 22

1 1

,j j j j

j j

u B U u B U   








 

 
  
 

  ,  (10) 

где 
      2 02 2

0 11 01j j j jU b p q q       
 

     
1

02
0 11 0 0 0 01 2j b p m t ctg       


 

      002 2

1 0 11 0 1ln ln exp ln
j

j j j j jb p q q O


      


 
     

 

, 

 2

jU     0

0 11 0j jb p q  

    
1

1 022
0 1 0 11 11 0 0 0

3 1

2 2
j p p b b m t ctg  

  
         

 
 

     00

0 1 11 0ln exp ln
j

j j jq b p O


    


 
    

 
, 

     1 02

0 11 11 1 0 0 0j jq b b p p t ctg      . 

Для определения 0 j  получаем биквадратное 

уравнение 

           
2

2 0 0 2 1 4

0 2 0 11 2 11 11 11 11 1 0 jp p p b p b b b b p        

    0 1 2

0 1 11 1 0 0 11 0 1 02 jctg t b t p t b t p       

   0 2 2

0 11 0 0 0 0m b p t ctg     . 

Напряжения    2 2
,    относительно   имеют 

порядок  1O ,  2

 – порядок  O  , а  2

 – 
1

2O 
 
 
 

.  

Решения (6), соответствующие третьему итера-

ционному процессу, отыскиваем в виде  

 30 31 .........a a a    ,   30 31 .........c c c    , 

 1

0 1 ........z      .    (11) 

После подстановки (11) в (6) для первых членов 

разложения получаем спектральную задачу, описы-

вающую потенциальное решение трансверсально-

изотропной плиты, неоднородной по толщине [7] 

      0 0 0 0 1;L l t      0 0 0w w w 0 0 ,  (12) 
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  2

0 0 00 0 10 0 2l L L L     ,  

   0 00 0 1 30 30, ;
T

t M M a c   0w , 

 

 

44

00

22

0

0

b
L

b

 


 
 ,  

 

 

44 12

10

12 44

0

0

b b
L

b b

  


  
,   

44

00

22

0

0

b
M

b





. 

При помощи замены 2

30 0 0 1a g f g f    , 

   3 1 1

30 0 0 0 2 0 1c g f g f g f     
      спектральная 

задача (12) сводится к следующей:  

     2 4

0 0 1 1 2 0 3

01 1

0,

0, 0,

g f g f g f g f g f

f f
 

 


 

             


   



 (13) 

где 12

1 2

12 11 22

b
g

b b b



, 1

2 44g b , 11

3 2

12 11 22

b
g

b b b



.  

Система (13) является обобщением спектраль-

ной задачи П.Ф. Папковича на неоднородный 

трансверсально-изотропный случай [8, 9]. 

Решения, соответствующие третьему итераци-

онному процессу, имеют вид 

   
1

3 2

1

; k

k

u D   




   

 2 0

0 0 1 1exp lnk

k k k kg f g f O


   


   
       

  
,  

   
1

3 2

1

; k

k

u D   




   

     3 1 1

0 0 0 2 0 1k k k k k kg f g f g f O     
  

       
 

 

0

1exp lnk

k


 



  
   

  
.    (14) 

Общее решение (6) будет суперпозицией реше-

ний (7), (10), (14), соответствующих вышеприве-

денным итерационным процессам 
     1 2 3

u u u u      ,      1 2 3
u u u u      . 

Определяем характер построенных однородных 

решений. Перемещения представим в виде 

       
1

1 2

1

, ,
kz

k k

k

u u E a      
 



  , 

       
1

1 2

1

, ,
kz

k k

k

u u E c      
 



  .  (15) 

Во второе слагаемое включены перемещения, 

определяемые вторым и третьим итерационными 

процессами. Для напряжений имеем 

   
3

1 2

1

kz

k k

k

E Q    
 



  , 

   
31

1 2

1

kz

k k

k

E T    
 



  .    (16) 

   11

1

2
k k kQ z b a 

 
   
 

 

       12 0

1
2k k kb c ctg a c    



 
    

 
,  

     44

1 3

2
k k k kT b a z c  



  
    

  
. 

Изучаем связь однородных решений с величи-

ной главного вектора Р напряжений, действующих 

в сечении const  . Отметим, что  

    
1

2

0 0

1

2 cos sinP         


    × 

×  0sin d   .     (17) 

Подставляя (16) в (17), окончательно получаем 

02P A  ,     (18) 

где     0 2 2

0 0 0 0 11 0 0cosm p m b t O      . 

Таким образом, напряженное состояние, соот-

ветствующее второму и третьему итерационным 

процессам, является самоуравновешенным в каж-

дом сечении const  . 

Решение (7), соответствующее первому итера-

ционному процессу, определяет внутреннее напря-

женно-деформированное состояние конической 

оболочки. Первые члены его разложения по   оп-

ределяют безмоментное напряженное состояние. 

Решение (10) имеет характер краевого эффекта. 

Главные части изгибающего момента и перерезы-

вающей силы определяют решение соответствую-

щего второго итерационного процесса. Первые 

члены разложения по   решения (10) в совокупно-

сти с первыми членами (7) можно рассматривать 

как решения по прикладной теории оболочек. Ре-

шения (14) имеют характер пограничного слоя. 

Первые члены (14) эквивалентны краевому эффек-

ту Сен-Венана неоднородной трансверсально-

изотропной плиты. Для мнимых 
0k  погранслойное 

решение затухает весьма слабо. В этом случае на-

пряженно-деформированное состояние трансвер-

сально-изотропной и изотропной оболочек качест-

венно отличается. Когда 
0k  − действительные или 

комплексные, общая картина напряженно-дефор-

мированного состояния в качественном отношении 

аналогична соответствующей картине для изотроп-

ных неоднородных конических оболочек [2], и они 

различаются скоростью затухания погранслоев 

Сен-Венана. 



ISSN 0321-3005   ИЗВЕСТИЯ ВУЗОВ. СЕВЕРО-КАВКАЗСКИЙ РЕГИОН.                  ЕСТЕСТВЕННЫЕ НАУКИ.  2015.    № 2 

9 

Пусть на сферической части границы оболочки 

заданы граничные условия  

     1 2, , 1;2
s s

s sf f s    
   

 
       (19) 

где     1 2, 1,2s sf f s    − достаточно гладкие 

функции, удовлетворяющие условиям равновесия. 

Как было показано, несамоуравновешенную 

часть нагрузки (19) можно снять при помощи про-

никающего решения (7), и связь постоянной А с 

величиной главного вектора Р дается равенством 

(18). Решение отыскиваем в виде (15). Для опреде-

ления констант 
kE  на основании вариационного 

принципа Лагранжа получаем бесконечную систе-

му линейных алгебраических уравнений: 

 
1

1,2,...jk k j

k

F E j




   ,    (20) 

где  

 1 2
k j k jz z z z

jkF  
 

    

          
1

0

1

sink j k jQ a T c d      


   ,  

          
132

2
1 2 0

1 1

sin
jz

j s s j s j

s

a c d         


 

     , 

     0

1 1 0 2 02

0

s s

s

mA
f t O ctg

g
     



 
    

 
, 

   2 2 02s s

s

A
f ctg


   


    

 0 2 0 1

1 1

m dx t dx O

 

  
 

 
    
  

  . 

Система (20) всегда разрешима при физических 

осмысленных условиях, наложенных на правую 

часть [4]. Используя малость параметра  , постро-

им асимптотические решения системы (20). 

Учитывая, что      
1

2 2 21 ,O O   
 

   
 

, уточ-

ним предположения относительно внешней нагруз-

ки. Допустим, что  1 1sf O . 

На основе (10), (14) 

  
1 1 3 4

02 2
0 11 0 0

11

j j j j

j

d B b p q     




    

      0 22

0 11 11 0 2 0 1 0j b b p p t t ctg        
 

 

    
1

0 12 2 2
0 0 1 11 11 exp ln

j

oj

jq p p b b O


  


   
        

   
.   (21) 

Касательные напряжения, заданные на сфериче-

ских частях границы, представим в виде 

   1 2

2 2 2s s sf f f  ,   
1

1

2 2

1

1

2
s sf f d



  ,     2 1

2 2 2s s sf f f  . 

На основании (21) получаем, что  
1

1 2
2sf O 

 
  

 
. 

Таким образом,  

       
1

1 22
1 2 21 , , 1s s sf O f O f O

 
   

 
.   (22) 

Неизвестные постоянные ,j kB D  отыскиваем в 

виде 
1

.
2

1 1....., ....j jo j k ko kB B B D D D        .  (23) 

После подстановки (23) в (20) с учетом (22) по-

лучаем 

 
4

0

1

, 1,4jk j k

j

m B h k


  ,     (24) 

 0

1

, 1,2,...kn n k

n

g D h k




  ,    (25) 

где  
       0 0 12 2

0 0 11 0 0 1 11 11kj j k k jm b p p p b b q q      


 

  
2

02

0 0 11 0 2k j j k jb p q q      

       0 0 12 2

0 0 11 0 0 1 11 11k j k jb p p p b b q q        

  
 22 0 002

0 0 11 0 1

1

exp ln
k j

j k j k j s

s

b p q q
 

   


    
  

 
 ,  

           
12

0 0 13 2 2 2

1 0 0 11 2

1 1

1k s s k k k s

s

h q p b q f     
 

       
     

  0 0

0 11 0 exp lnk

k k sq b p d


  


      
, 

        2 1 02

1 0 2 1 0 11 11 11 0 1 02 2j j p p p b b b t t ctg          , 

       0 22

2 0 11 11 0 2 0 1 0j j b b p p t t ctg        , 

 1 2

0 0 0 1

1

kn n n k k kg f g f g f  



        

    1 1 3

0 1 0 2 0 0n k k k k k kf g f g f g f d            
  

 

×
 2

0 0

1 1

1

exp ln
n k

n k s

s

 
  



  
    

  
 , 

2
3 2

1

1

exp lnok

k s k s

s

h


  


  
     

  
  

×      
1

0 2

1 0 0 1 2

1

s k k k sg f g f f   



    × 

     3 1 1

0 0 0 2 0 1k k k k k kg f g f g f d          
  

, 

      0 0

1 1 0 2 02

0

s s

s

mA
f t ctg

g
    



 
   

 
. 
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 В [9, 10] была доказана разрешимость и сходи-

мость метода редукции для системы (25). 

Определение  , 1,2,...jp kpB D p   неизменно сво-

дится к обращению одних и тех же матриц, кото-

рые совпадают с матрицами системы (24), (25). 

Замечание. При 0
2


   срединная поверхность 

конической оболочки вырождается в плоскость, и 

случай 0
2


   соответствует неоднородной плите 

переменной толщины [3, 4]. Этот случай вырожде-

ния особый и требует отдельного исследования. 

Проведем расчет показателя изменяемости крае-

вого эффекта для кадмия (Сd) при неоднородности 

вида   2
11 11b k e



  ,   2
22 22b k e



  ,   2
12 12b k e



  , 

  2
23 23b k e



   со следующими параметрами [11]: 

11 2

11 5,13 10 н/мk   , 11 2

12 4,42 10 н/мk   , 11 2

22 12,1 10 н/мk   ,  
11 2

23 4,81 10 н/мk   . 

Из рисунка видно, что с уменьшением угла 

раствора срединной поверхности и толщины 

оболочки показатель изменяемости краевого эф-

фекта возрастает (увеличивается скоростью зату-

хания краевого эффекта). По сравнению с одно-

родным трансверсально-изотропным конусом в 

неоднородном показатель изменяемости краевого 

эффекта увеличивается. Это означает, что для 

неоднородных конических оболочек краевой эф-

фект затухает быстрее, чем в однородных кони-

ческих оболочках. 

 

                          
а        б 

− − −   однородный материал оболочки;                −  неоднородный материал оболочки 

Зависимости показателей изменяемости краевого эффекта 0


  

от угла конусности срединной поверхности 
0  при: а −  ε=0,01; б − ε=0,001 
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Рассчитан тепловой поток на свободной поверхности жидкости с наночастицами при малых диффузионных 

коэффициентах вязкости и температуропроводности. Предполагается, что жидкость занимает полубесконечное 

пространство, ограниченное недеформируемой свободной границей, вблизи которой формируется тонкий погра-

ничный слой Марангони. Исследована плоская стационарная задача, причем поле скоростей симметрично относи-

тельно вертикальной оси. Термокапиллярное течение жидкости вызвано неравномерным нагревом свободной гра-

ницы в случае, когда при удалении от оси симметрии свободная граница охлаждается. Показано, что для конечного 

значения скорости внешнего течения тепловой поток увеличивается с ростом как скорости этого течения, так и 

концентрации наночастиц. Однако для отдельных видов наночастиц при малой скорости внешнего течения тепло-

вой поток может как убывать, так и возрастать с увеличением концентрации наночастиц. 

 

Ключевые слова: наночастицы, эффект Марангони, свободная граница, пограничный слой, внешний поток. 

 

Calculated heat flux at the free fluid surface with nanoparticles. Fluid flow caused by the nonuniform heating of the free 

boundary when the boundary is cooled at a distance from the axis of symmetry. It is shown that in the planar case  the  heat 

flux increases with increasing speed of the external flow and with increasing concentrations of nanoparticles. However, for 

certain types of nanoparticles at low external flow velocity the heat flux may either decrease or increase with increasing con-

centration of nanoparticles. 

 

Keywords: nanoparticles, effect of Marangoni, free surface, boundary layer, outer stream. 

 

Увеличение потока тепла в жидкости является 

одной из важных проблем в технических прило-

жениях. Одним из способов усиления передачи 

тепла является помещение в базовую жидкость 

частиц металлов, так как теплопроводность ряда 

металлов в сотни раз превосходит теплопровод-

ность отдельных жидкостей. Эту идею развивал 

Максвелл в конце XIX в., поместив в жидкость 

частицы микронных размеров. Однако в то время 

этот метод не получил развития, так как происхо-

дило быстрое осаждение металлических частиц, 

возникали заторы в микроканалах, появлялась по-

верхностная эрозия, возникали и другие пробле-

мы. В 1995 г. в работе [1] S. Choi и J. Estman ввели 

термин «наножидкость», который применяется к 

жидкости с наночастицами, имеющими размеры 

менее 50 нм. Оказалось, что тепловой поток в на-

ножидкости можно увеличить на десятки процен-

тов по сравнению с базовой жидкостью. В качест-

ве наночастиц применяются химически устойчи-

вые металлы и их оксиды, базовых жидкостей − 

вода, полимерные растворы, органические жидко-

сти, такие как этиленгликоль, масло, биологические 

жидкости. Отметим, что наножидкости можно отне-

сти к коллоидным растворам, которые несколько 

последних десятилетий изучает коллоидная химия. 

Физические свойства наножидкостей стали изучать-

ся сравнительно недавно ввиду их особых свойств 

переноса. Отметим, что каналы, по которым дви-

жутся наножидкости, почти не подвергаются эрозии, 

наночастицы почти не седиментируют. Наножидко-

сти применяются для охлаждения в технологических 
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процессах, в системах производства и передачи 

энергии, в химических процессах, при очистке воды, 

при создании смазочных материалов, в медицине. 

В течение последних двух десятилетий прове-

дены многочисленные расчеты тепловых потоков 

при конвективном движении жидкости с наноча-

стицами. Расчеты проводились на основе однофаз-

ной и двухфазной моделей, а результаты исследо-

ваний отражены в ряде обзоров [2−4]. Имеющиеся 

экспериментальные данные подтверждены резуль-

татами численных расчетов по этим моделям [4].  

Перенос тепла в слоях Марангони с наночастица-

ми изучался в ряде статей, в том числе и в работе [5].  

В данной статье рассчитан перенос тепла через 

свободную поверхность в область пограничного 

слоя Марангони в плоском стационарном случае 

при наличии внешнего течения. Получена зависи-

мость теплового потока как от концентрации нано-

частиц, так и от скорости внешнего течения.  

Уравнения модели 

Рассматривается плоское стационарное течение 

вязкой несжимаемой жидкости в пограничном слое 

Марангони вблизи недеформируемой свободной 

границы ,  вдоль которой задано неравномерное 

распределение температуры, вызывающей термо-

капиллярное течение. Вне пограничного слоя жид-

кость заполняет полубесконечное пространство. 

Предполагается, что скорость жидкости во внеш-

ней области имеет такой же порядок, как и в погра-

ничном слое. В главном приближении течение 

жидкости вне пограничного слоя описывается 

уравнениями движения идеальной жидкости. Рас-

сматриваются случаи, когда жидкость содержит 

наночастицы меди, либо оксида алюминия, или 

оксида титана. В расчетах применяется однофазная 

модель наножидкости, причем в качестве базовой 

жидкости используется вода. Предполагается, что 

базовая жидкость и наночастицы находятся в тер-

модинамическом равновесии. Скольжение между 

наночастицами и базовой жидкостью отсутствует. 

Теплофизические параметры смеси считаются по-

стоянными. Рассматриваются сферические наноча-

стицы одинакого размера. В рассматриваемой мо-

дели уравнения движения жидкости получаются из 

системы Навье − Стокса путем замены физических 

параметров на их эффективные значения [3−5] 

  1 1 2, nf nf nfp        v v v , 

  2v, , 0nfT T div   v . 

Здесь  ,0,x zv vv  − вектор скорости; p  − дав-

ление; T  − температура; ( , , )x y z  − декартовы ко-

ординаты. Скорость, давление и температура жид-

кости симметричны относительно вертикальной 

оси O z  и не зависят от координаты y . Параметры 

, ,nf nf nf    − соответственно плотность, дина-

мический коэффициент вязкости и коэффициент 

температуропроводности жидкости с наночасти-

цами. Коэффициент поверхностного натяжения 

считается линейно зависящим от температуры: 

 0 *T T T     , где 0 *, ,T T   − известные 

постоянные. Свободная граница считается неде-

формируемой. В качестве краевых условий на сво-

бодной поверхности используются: а) динамиче-

ское условие для касательных напряжений; б) ки-

нематическое условие; в) температура свободной 

границы       2 ( )nf     n n n n ,  

0, ( , ), ( , )T T x z x z  vn . 

Здесь   − тензор скоростей деформации; n  − 

вектор внешней нормали к свободной границе  ; 

  − градиент вдоль  ; T
 − заданная температура 

свободной границы. Предположим, что температу-

ра свободной поверхности в окрестности оси сим-

метрии на отрезке длиной L изменяется по степен-

ному закону 1( / )nT T T x L 

   . Здесь T const   − 

разность температур. При z  температура 

жидкости вне   стремится к постоянному значе-

нию T
, а поле скоростей ограничено.  

В уравнениях движения и краевых условиях пе-

реходим к безразмерным переменным, выбрав в 

качестве масштабов длины, скорости, давления и 

температуры параметры 
0, , / ,m TL U L A L . Здесь 

TA  − масштаб градиента температуры вдоль  ; 

 
1/3

2 2 2 1

m T T f fU A L    . Параметры ,f f   − 

плотность и кинематический коэффициент вязко-

сти базовой жидкости. Введем малый параметр по 

формуле  
1/3

12 2 1

f f T TL A   
   . Он определяет 

порядок толщины пограничного слоя вблизи сво-

бодной границы. 

Обозначим через ,nf fk k  соответственно коэф-

фициенты теплопроводности наножидкости и базо-

вой жидкости. Параметры жидкости с наночасти-

цами , , ,nf nf nf nfk    выразим через соответст-

вующие параметры базовой жидкости , ,f f fk   и 

параметры частиц металлов – плотность 
S  и ко-

эффициент теплопроводности 
Sk  по известным 

формулам [6, 7]       (1 )nf f S      ,  

5/2(1 )nf f     , / ( )nf nf p nfk c  ,  

( ) (1 )( ) ( )p nf p f p sc c c       . 

Здесь   − объемная концентрация наночастиц в 

смеси. Коэффициент nfk  определяется по формуле 
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[8]   
2 2 ( )

2 ( )

S f f S

nf f

S f f S

k k k k
k k

k k k k





  


  
. 

Отметим, что в ряде публикаций рассматривает-

ся зависимость физических параметров от темпера-

туры. Коэффициент динамической вязкости нано-

жидкости приведен в работе [6], опубликованной 

H.C. Brinkman в 1952 г. 
 

Асимптотический метод 
 

Начало системы координат поместим на ось 

симметрии на свободной поверхности, тогда урав-

нение этой границы представим в виде 0z  . Ре-

шение задачи строим методом пограничного слоя. 

В области пограничного слоя введем преобразова-

ние растяжения z s . Отметим, что 0s  . Учи-

тывая, что скорость жидкости в области погранич-

ного слоя D
 имеет такой же порядок, как и вне 

D
, асимптотические разложения при 0  реше-

ния задачи строим в виде рядов по степеням пара-

метра   [9, 10]  

0 1 1( ) ....x x xo x xv v h h v     ,  

0 1 1( )z z z zv v h v   … , 

0 1 1( ) ...T T T        

Аналогичный ряд записываем и для давления. 

Функции 
0 1 0 1 1, , , ,x x z zv v v v T  зависят от координат 

,x z  и определены во всей области течения; 

0 1 1 0 1, , , ,x x zh h h    зависят от переменных ,s x , лока-

лизованы в области пограничного слоя D
 и исче-

зают вне D
 при s  .  

При выводе уравнений пограничного слоя 

асимптотические разложения подставляем в урав-

нения движения, в краевые условия и переходим к 

переменным ,s x . Приравниваем к нулю сумму ко-

эффициентов при одинаковых степенях параметра 

ε. В результате получаем систему уравнений для 

главных членов асимптотических рядов. Введем 

новые неизвестные функции ,x zH H  по формулам 

0 0x x xH h v   , 1 1 0 /z z z zH h v s v z      . Функции 

0, ,x zH H   удовлетворяют системе уравнений  

 
2

2

x x x xo

x z xo

H H H v
H H A v

x s xs


   
  

  
,  (1) 

 0x z
H H

x s

 
 

 
,   

2

0 0 0

2Pr
x z

B
H H

x s s

    
 

  
. 

Краевые условия имеют вид 

 
5/2

1

(1 )

xH T

s x


 
 

 
,  

 0zH  , 0 ( 0)T T s     ,   (2)  

 
x xoH v


 , 0 0 ( )s    . 

Здесь Pr /   − число Прандтля базовой жид-

кости. Коэффициенты ,A B  выражаются через теп-

лофизические параметры базовой жидкости (ин-

декс f) и параметры наночастиц (индекс s) 

 
5/ 2

1A D 


  ,   
1

1 /f SD   


   , 

 
/ 2 2 (1 / )

/ 2 (1 / )

S f S f

S f S f

k k k k
B D

k k k k





  


  
.о 

Учитываем, что температура свободной границы 

( 0)z  в безразмерных переменных изменяется по 

степенному закону 1nT T x 

   , т.е. температура 

убывает вдоль   при удалении от начала координат.  

Краевая задача (1), (2) допускает автомодельное 

решение. Введем переменную ( 1)/3nsx   . Неиз-

вестные функции найдем методом разделения пе-

ременных   (2 1)/3 ( )n

xH x F   , 1 ( )n

o x   ,  

 ( 1)/3 ( 2) ( 1) / 3n

zH x n F n F     . 

 Предположим, что скорость идеальной жидко-

сти на свободной границе вблизи начала координат 

зависит степенным образом от продольной коорди-

наты по закону (2 1)/3

0

n

xv U x 


 . Такое распределе-

ние скорости может быть вызвано вихревым тече-

нием жидкости вблизи свободной границы.  

Функции ,F   определяются из краевой задачи 

 2 23 (2 1) ( 2) (2 1)AF n F n F F n U        , (3) 
1Pr ( 1) ( 2) / 3B n F n F         , 

 
5/2

(0) 0, (0) ( 1) 1 , (0) 1F F n        , 

( ) , ( ) 0F U      . 

После численного решения задачи (3) вычисля-

ем тепловой поток через свободную границу 

/ ( 0)n fq k T z z      . Локальное число Нуссельта 

определяем по формуле 1 1 ( 2)/3 (0)n

nf fNu k k x      . 

Результаты расчетов 

Краевая задача (3) решалась численно методом 

пристрелки. При отсутствии наночастиц в жидко-

сти ( 0  , 1A B  ) и внешнего потока ( 0U  ) 

решение задачи в осесимметричном случае найде-

но в работе [9]. Отметим, что при 4n  , 0U   

система (3) допускает точное решение для функции 

F, зависящее от переменной   по экспоненциаль-

ному закону, однако температура должна опреде-

ляться численно. В данной работе в качестве базо-

вой жидкости рассматривалась вода. При проведе-

нии расчетов использовались 3 вида наночастиц − 

медь (Cu), оксид алюминия 2 3(Al O )  и оксид титана 

2(TiO ) . Объемная концентрация наночастиц, соот-

ветствующая параметру  , изменялась в проме-
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жутке от нуля до значения 0,2. Численные значения 

термодинамических параметров , ,k    и 
pc  для 

наножидкости и воды, а также параметры ,s k  

для меди и оксидов алюминия и титана приведены 

в работе [5].  

Численные расчеты проводились для 0n  , т.е. 

при постоянном градиенте температуры вдоль сво-

бодной границы. Рассчитывался параметр 
1 (0)nf fN k k    , который, как и число Нуссельта, 

пропорционален потоку тепла на свободной грани-

це. Результаты численных расчетов показали, что 

продольная компонента скорости в пограничном 

слое изменяется монотонно поперек слоя. Темпера-

тура жидкости монотонно возрастает поперек по-

граничного слоя при удалении от свободной грани-

цы и стремится к пределу T
 при выходе из облас-

ти пограничного слоя. На рис. 1 изображена зави-

симость «приведенного» теплового потока N от 

концентрации наночастиц при скорости внешнего 

потока 5U  . Сплошная линия соответствует нано-

частицам меди, пунктир − оксиду алюминия. Кри-

вая, соответствующая оксиду титана, почти слива-

ется с пунктирной линией и здесь не приведена. 

Отметим, что с ростом концентрации наночастиц 

поток тепла монотонно возрастает на промежутке 

[0;0,2] . Относительное увеличение потока теп-

ла при 0,2   по отношению к жидкости без нано-

частиц составляет около 27 % для меди и около 20 

для оксида алюминия. 
 

 
 

Рис. 1. Зависимость теплового потока  

от концентрации наночастиц 

 

На рис. 2 изображена зависимость «приведенно-

го» теплового потока от параметра U, пропорцио-

нального скорости внешнего невязкого течения на 

свободной границе. Пунктирная линия соответст-

вует жидкости без наночастиц. Сплошная и штрих-

пунктирная (рядом с ней) рассчитаны соответст-

венно для меди и оксида алюминия при концентра-

ции наночастиц 0,2  . С ростом скорости внеш-

него течения тепловой поток монотонно увеличи-

вается при [0;0,2] .  

 
 

Рис. 2. Зависимость теплового потока 

от скорости внешнего течения 

 

 На рис. 3 показана зависимость «приведенного» 

теплового потока N от концентрации наночастиц 

для оксида титана (сплошная линия) и оксида алю-

миния (пунктирная линия). Рассчитан случай от-

сутствия внешнего потока 0U  . Для наночастиц 

оксида титана тепловой поток монотонно увеличи-

вается с ростом концентрации наночастиц. Для ок-

сида алюминия тепловой поток с ростом параметра 

  сначала возрастает, затем достигает максималь-

ного значения и далее убывает. 
 

 
 

Рис. 3. Зависимость теплового потока от концентрации  

наночастиц оксида титана (сплошная линия)  

и оксида алюминия (пунктир) 

 

На рис. 4 приведены результаты расчетов пара-

метра N в зависимости от концентрации наноча-

стиц меди при 0U  . В этом случае на промежутке 

[0;0,2]  с ростом концентрации   тепловой по-

ток убывает, достигает минимального значения и 

далее возрастает. Убывание теплового потока свя-

зано с тем, что производная температуры (0)


  на 

свободной границе монотонно убывает с ростом 

концентрации наночасти, причем степень убывания 

для частиц меди больше, чем для частиц оксидов 

алюминия и титана. 
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Рис. 4. Зависимость теплового потока  

от концентрации наночастиц меди 
 

Заключение 

В работе исследовано влияние наночастиц на 

перенос тепла через свободную границу в погра-

ничном слое Марангони при наличии внешнего 

потока. Предполагается, что температура свобод-

ной поверхности убывает при удалении от оси 

симметрии. Показано, что тепловой поток возрас-

тает с ростом скорости внешнего невязкого потока. 

Рассчитаны случаи, когда тепловой поток возраста-

ет или убывает с ростом концентрации наночастиц.  
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Рассматривается задача нахождения минимального элемента n-мерной решетки Бернштейна над полем ра-

циональных функций 
2

( )mF x . Решение строится на основе алгоритма Ленстры приведения базиса решетки. Для n-

мерной решетки Бернштейна доказывается теорема существования минимального элемента и его связь с приве-
денным по Ленстре базисом. Приводится алгоритм решения задачи и доказательство его корректности. Получен-
ный результат применяется в математической модели списочного декодера Бернштейна и используется для усиле-
ния защиты кодовых криптосистем типа Мак-Элиса. 

 

Ключевые слова: n-мерные решетки, минимальный элемент решетки, списочный декодер Бернштейна, алго-
ритм Ленстры. 

 
The problem is considered of finding the minima of n-dimensional Bernstein lattice over rational functional fields 

2
( )mF x . The solution is based on the Lenstra lattice basis reduction algorithm. For n-dimensional Bernstein lattice it is 

proved the existence of a minima element and its connection with the Lenstra reduced basis. An algorithm for solving the 
problem and the proof of correctness are presented. The result is applied in the mathematical model of Bernstein list decoder 
and it is used to enhance the protection of McEliece-like code-based cryptosystems. 

 
Keywords: n-dimensional lattices, lattice minima, Bernstein list decoding algorithm, LLL algorithm. 
 

В последнее время в разнообразных задачах за-
щиты информации все чаще применяются мощные 
методы теории кодирования, в частности, интенсив-
но разрабатываются и исследуются новые кодовые 
криптосистемы [1]. В связи с этим актуальной явля-
ется задача усиления защиты кодовых криптосистем 
типа Мак-Элиса [2] от несанкционированного дос-
тупа (НСД), которую можно решать за счет как под-
ходящего выбора помехоустойчивого кода, так и 
применения современных методов кодирования и 
декодирования. Известно, что классическая крипто-
система Мак-Элиса на бинарных кодах Гоппы до 
сих пор является стойкой к структурным атакам 
[3−6]. Однако для нее существуют детерминирован-
ные алгоритмы атак на шифрограмму (см., напри-
мер, [3, 4]). Чтобы противостоять таким атакам, в 
работе [3] предложено усилить стойкость криптоси-
стемы за счет увеличения параметров кода и замены 
стандартного метода декодирования Паттерсона на 
списочный декодер Бернштейна [7], что позволяет 

вносить предусмотренные протоколом дополни-
тельные зашумляющие помехи. 

В работе [8] представлена математическая мо-
дель списочного декодера Бернштейна [7], с помо-
щью которого можно дополнительно исправлять 

2( 1) / 8d n  ошибок в случае бинарного сепара-

бельного [ , , ]n k d -кода Гоппы. В модели декодера 

Бернштейна задача нахождения минимального 
элемента заданной n-мерной решетки Бернштейна 

над полем рациональных функций 
2

( )mF x  является 

ключевой. В настоящей работе она решается на 
основе использования алгоритма Ленстры [9]. 

Решетки над кольцами многочленов 

Пусть [ ]F x  − кольцо многочленов от перемен-

ной x с коэффициентами из поля Галуа F. Опреде-

лим функцию deg : [ ]F x Z , которая каждому 

многочлену из [ ]F x  ставит в соответствие его сте-

mailto:vlade@math.rsu.ru
mailto:vlade@math.rsu.ru
mailto:echekunov@gmail.com
mailto:echekunov@gmail.com
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пень. Согласно [10], [ ]F x -решеткой называется 

пара ( , )L  , состоящая из свободного [ ]F x -модуля 

L и функции : L Z  , обладающей следующими 

свойствами:  , : ( ) max{ ( ); ( )}a b L a b a b      , 

[ ], : ( ) deg ( )F x a L a a         , 

: ( ) 0, (0) 0a L a     , 

:|{ : ( ) }|z Z a L a z     , 

где | |X  − мощность произвольного множества X. 

Решетку ( , )L    будем называть n-мерной, 

если ранг модуля L равен n. Линейно независимые 

векторы 
1 2, , , n Lb b b  называются базисом ре-

шетки  . 

Пусть ( , )L    − n-мерная [ ]F x -решетка с ба-

зисом 
1 2, , , nb b b . Числа 

1 2, , , n Z     будем 

называть последовательными минимумами решет-

ки  , если найдутся такие 
1 2, , , nv v v  , что 

1 1( )v   − минимум ( )x  для всех ( 0)x x  ; 

2 2( )v   − минимум ( )x  для всех x , линей-

но независимых с 
1v ; … ; ( )n nv   − минимум 

( )x  для всех x , линейно независимых с 

1 2 1, , , nv v v  . По определению 
1 20 n      , 

значит 
1v  − минимальный вектор решетки  . 

Свяжем с решеткой   матрицу ( )ijb B , 

, 1i j n  , строками которой являются базисные 

элементы решетки. Под определителем решетки 

det( )  будем понимать определитель матрицы 
B . 

Известно, что определитель решетки не зависит от 

выбора базиса [10]. 

Рассмотрим функцию deg  в кольце 
2

[ ]mF x . 

Продолжим ее в поле рациональных функций 

2
( )mF x  по следующему правилу:   

2
( ) :ma F x  deg deg deg dega


 


   , 

где 
2

, [ ]mF x   . 

Определим функцию 
2

|| || : ( ) {0}mF x N    по 

правилу:  
deg

2

2 , если 0;
( ) :|| ||

0, если 0.
m

a a
a F x a

a

 
   


 

Согласно [8], функция || ||  является неархиме-

довой нормой в поле 
2

( )mF x . 

Рассмотрим n-мерную 
2

( )mF x -решетку ( , )n n nL v   

с модулем 
2

( ( ))m

n

nL F x  ранга n и нормой 
nv  

1( , , ) : ( ) max{|| ||, 1 }n n n iL v i n          , где 

2
( )mi F x  . Решетку n  будем называть n-мерной 

решеткой Бернштейна [7]. 

Пусть 
1, , n nb b  − некоторый базис решет-

ки Бернштейна 
n . Мерой неортогональности ре-

шетки 
n , порожденной базисом 

1, , nb b , назо-

вем величину  

1

1

( )
mes mes ( , , )

|| det ||n n

n

n

n ii

n

v


 



 
 b

b b
B

 , 

где 
1( , , )i i inb bb  , ( )

n ijb B , 
2

( )mijb F x ,  

, 1i j n  . 

 

Лемма 1.  Для любого базиса решетки 

1, , n nb b  для меры неортогональности выпол-

няется неравенство 1mes ( , , ) 1
n n b b . 

Доказательство. Пусть  
1 11 1( , , ), ,nb bb    

1( , , )n n nnb bb  . 

Рассмотрим матрицу ( )
n ijb Β , , 1i j n  . Не 

теряя общности, будем считать, что   

11 1| || max{|| ||, 1 }jb b j n   ,…, 

|| || max{|| ||, 1 }nn njb b j n   . 

Тогда   11 22|| det || || || || || || ||
n nnb b b   B   

1 2( ) ( ) ( )n n n nv v v b b b . 

По определению меры неортогональности име-

ем   
n

1
( )

mes 1
|| det ||

n

n

n ii
v







 
 b

B
.• 

Предположим, что в результате некоторой пере-

становки координат базиса решетки 
1, , nb b  полу-

чили базис 
1, , n
 b b , для которого 

( ) ( ), 1 ,n i n jv v i j n   b b    (1) 

|| || || ||, 1 ,ii ijb b i j n         (2) 

|| || || ||, 1ii ijb b j i n     .   (3) 

Тогда базис решетки 
1, , nb b  называется при-

веденным по Ленстре. 

Теорема 1. Пусть 
n  − n-мерная решетка 

Бернштейна с базисом 
1{ , , }nb b b . Тогда имеют 

место два утверждения.  

 I) следующие условия эквивалентны: 

1) базис b является приведенным по Ленстре; 

2) базис b такой, что 
n

mes 1 b  и ( ) ( )n i n jv vb b , 

1 i j n   . 

 II) если выполнено одно из двух эквивалентных 

условий 1) и 2), то ( )n jv b  − j-й последовательный 

минимум решетки 
n  и, в частности, 1( ) ( )n nv vb x   

для всех nx , 0x . 

Доказательство. Предположим, что базис b 

решетки n  является приведенным по Ленстре. 

Тогда существует перестановка π координат базиса 

b такая, что для векторов 1 1( ) b b ,…, ( )n n b b  
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выполнены условия (1)−(3). Поскольку норма век-

тора не зависит от порядка его координат, то 

( ) ( )n i n iv v b b , 1 i n  . Из условий (2), (3) и опре-

деления нормы 
nv  следует, что 

|| || ( ), 1 ,ii n ib v i n b   

|| || ( ), 1 ,ij n ib v i j n   b  

|| || ( ), 1 .ij n ib v j i n   b  

Тогда 
1

|| det || ( )
n

n

n i

i

v



B b . 

Согласно лемме 1 и определению меры неорто-

гональности, имеем 
n

mes 1 b . 

Покажем, что если базис b приведен по Ленстре, 

тогда ( )n jv b  − j-й последовательный минимум ре-

шетки 
n . 

Предположим, что ( )j nv  x  − j-й последова-

тельный минимум решетки 
n  для некоторого 

1

n

i ii
r


x b , 1 j n  . Для доказательства утвер-

ждения достаточно показать, что ( ) ( )n n jv vx b . 

Пусть 
n

B − матрица, строками которой являют-

ся базисные векторы 
ib , 1 i n  . Тогда 

1 / det
n n



 B A B , где 
A  − матрица, составленная 

из алгебраических дополнений элементов матрицы 

n



B . Рассмотрим i-й столбец 1

i


b  матрицы 1

n



B  как 

вектор. 

Согласно правилу Крамера, 

11 1 1

1

1

1

detn

n

i n

n in nn

A A A

A A A







 
 

  
 
 

B
B

 

    

 

,   

где ijA  − алгебраическое дополнение матрицы 
n

B . 

Нас интересует норма i-го столбца матрицы 1

n



Β . 

Оценим ее через матрицу 
nB . Из равенства 

  1

1

1

det
n

i i inA A



b
B

    получаем  

1

1

1
( ) ( , , )

det
n

n i n i inv v A A



b
B

 . 

Поскольку алгебраическое дополнение ijA  пред-

ставляет собой определитель матрицы 
n

B с вы-

черкнутыми i-й строкой и j-м столбцом, то норму 

1( , , )n i inv A A  можно оценить сверху через матрицу 

n
B , а именно 

1

1

( )
( , , )

( )

n

n jj

n i in

n i

v
v A A

v



 b

b
 . 

Тогда   n11
( ) mes

( )
( ) || det || ( )

n

n

n jj

n i

n i n i

v
v

v v





 
 b b

b
b B b

. 

По определению 1

n



r xB , значит  

1|| || ( ) ( )i n n ir v v  x b   для всех  1 i n  .  Тогда 

n

1( ) || || ( ) ( ) ( ) ( ) mes ( )n i i i n i n n i n i nv r r v v v v v

   b b x b b b x . 

Так как базис b является приведенным по Лен-

стре, значит ( ) ( ),1n i n jv v i j n   b b , 
n

mes 1 b . 

 

Не нарушая условие упорядоченности базиса 

1, , nb b , перенумеруем его так, чтобы 
0

0ir   для 

некоторого 
0 { , 1, , }i j j n   . Номер 

0i  существу-

ет, поскольку согласно предположению ( )nv x  − j-й 

последовательный минимум. Тогда 

0 0
( ) ( ) ( )n n i i n jv v r v x b b . 

Таким образом, ( )n jv b  − j-й последовательный 

минимум решетки 
n . В частности, 

1( ) ( )n nv v xb  

для всех 
nx , 0x , 1 j n  . 

Предположим, что базис b такой, что 
n

mes 1 b  

и ( ) ( )n i n jv vb b , 1 i j n   . Сделаем перестанов-

ку координат базиса b так, чтобы 

11 1 1|| || max{|| ||, 1 } ( )j nb b j n v     b , …, 

|| || max{|| ||, 1 } ( )nn nj n nb b j n v     b . 

Тогда согласно (3) имеем 

|| || || ||, 1ii ijb b i j n     . 

Так как 
1

|| det || ( )
n

n

n ii
v 

B b  и выполнено ус-

ловие (2), то справедливо (3). • 

 

Алгоритм приведения базиса  

n-мерной решетки Бернштейна 

 

Пусть 
n  − n-мерная решетка Бернштейна, по-

рожденная базисом 
1{ , , }nb b b . Опишем алго-

ритм приведения базиса решетки 
n  пошагово. В 

качестве исходных данных возьмем базис n-мерной 

решетки Бернштейна b. Результатом работы алго-

ритма будет базис, приведенный по Ленстре. 

Алгоритм 

Шаг 0. Определяем перестановочную матрицу 

( )ijpP , 1 ,i j n  . Полагаем P = I , 0k  . 

Шаг 1.  Если k n , тогда переставляем базис-

ные векторы 
1, ,k nb b  так, чтобы выполнялось 

условие 

1( ) min{ ( ) : 1 }n k n iv v k i n    b b . 

Если k n , тогда переходим на шаг 6. 

Шаг 2. Решаем систему уравнений  

1,

1

, 1
k

ij i k j

i

a r a j k



       (4) 

относительно неизвестных r , где 
2mija F − коэф-
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фициент многочлена 
ijb  при степени log ( )n iv

x
b , 

1 1i k   . 

Шаг 3. Вычисляем 

 1log ( ) log ( )

1 1 1

n k n i
k v v

k k i ii
r x  

  
  

b b
b b b . 

Шаг 4. Если 
1 1( ) ( )n k n kv v 

 b b , то заменяем 

вектор  
1kb   на новый  

1k
b .  Делаем перестановку 

координат векторов 
1, , nb b  так, чтобы 

1, 1 1|| || ( )k k n kb v   b . Вносим изменения в матрицу P 

согласно перестановке. Присваиваем k новое зна-

чение 1k   и переходим на шаг 1. 

Шаг 5. Если 
1 1( ) ( )n k n kv v b b , то заменяем век-

тор 
1kb  на новый 

1k
b . Находим наибольшее зна-

чение {1, , }l k   такое, что 
1( ) ( )n l n kv v b b . При-

сваиваем k новое значение l и переходим на шаг 1. 

Шаг 6. Переставляем координаты векторов 

1, , nb b  согласно перестановке P.  

Шаг 7. Выводим базис 
1{ , , }nb b  и выходим из 

алгоритма. 

Теорема 2.  Алгоритм приведения базиса 

решетки 
n  работает корректно и за конечное 

число шагов преобразует заданный базис  

n-мерной решетки Бернштейна в базис, приве-

денный по Ленстре.  

Доказательство. Рассмотрим n-мерную решет-

ку Бернштейна, порожденную базисом 

1{ , , }nb b b . Положим 
0( ) 0nv b . Предположим, 

что для некоторого {0,1, , }k n   на шаге 1 алго-

ритма выполнены условия: 

( ) ( ), 1 ,n i n jv v i j k   b b    (5) 

( ) ( ), ,n k n jv v k j n  b b     (6) 

|| || || ||, 1 , ,ii ijb b i k i j n        (7) 

| || || ||, 1 .ii ijb b j i k     

Отметим, что при 0k   условия (5)−(7) выпол-

няются. Если k n  и b удовлетворяет условиям 

(5)−(7), тогда по определению b является приве-

денным по Ленстре базисом, и следовательно, ал-

горитм работает корректно. 

Предположим, что k n . Покажем, что после 

преобразований векторов базиса b, сделанных на 

шагах 1−5 алгоритма, получим справедливость ус-

ловий (5)−(7) при 1k k  . 

На шаге 1 алгоритма происходит перестановка 

векторов базиса b, в результате которой вектор 

1kb  имеет минимальную норму 
nv  среди векторов 

1, ,k nb b . Кроме того, 
1( ) ( )n k n kv v b b  в силу (6). 

Значит, в результате преобразований, сделанных на 

шаге 1 алгоритма, базис решетки удовлетворяет 

условиям (5), (6) при 1k k  . Теперь покажем 

справедливость условий (7). 

Для того чтобы вектор 
1kb  удовлетворял усло-

виям (7), его необходимо изменить с помощью 

элементарных преобразований. Для этого на шаге 2 

алгоритма решается система уравнений (4), реше-

ние которой используется в преобразовании векто-

ра 
1kb  на шаге 3. Отметим, что система уравнений 

(4) имеет единственное решение 
1( , , )kr r , 

2mir F . 

Благодаря условиям (7) коэффициенты многочле-

нов 0iia   при 1 i k   и 0ija   при 1 j i k   , 

поэтому матрица коэффициентов { }ijaA  имеет 

верхнетреугольный вид и ее ранг равен k. 

Таким образом, после преобразований, сделан-

ных на шаге 3, имеем 
1 1( ) ( )n k n kv v 

 b b . Более того, 

благодаря решению системы (4) 1, 1|| || ( )k i n kv 
 b b  

при 1 i k  , поэтому в случае 
1 1( ) ( )n k n kv v 

 b b  

перестановка координат , , n1b b  не затронет пер-

вые k координат вектора базиса. 

Если 
1 1( ) ( )n k n kv v 

 b b , то согласно алгоритму 

необходимо присвоить k наибольшее значение 

{0,1, , }l k   такое, что 
1( ) ( )n l n kv v b b . Это обес-

печит выполнение условий (5)−(7). 

Таким образом, после прохождения шагов 1−6 

алгоритма базис удовлетворяет условиям (5)−(7), т.е. 

является приведенным по Ленстре. Отметим, что в 

алгоритме на шаге 4 происходит перестановка коор-

динат базиса, поэтому на шаге 6 необходимо вос-

становить порядок координат исходного базиса. • 
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Для оболочек вращения со сложной формой меридиана и переменной толщиной разработаны методы исследо-

вания собственных крутильных колебаний. На основе полученных алгоритмов для цилиндрической оболочки исследо-

вано влияние параметров, характеризующих переменную толщину по оси оболочки, на собственные частоты и 

формы колебаний. Для оболочек с выпуклым и вогнутым меридианом построены зависимости первой и второй соб-

ственных частот от амплитуды выпуклости (вогнутости). 
 

Ключевые слова:  оболочка вращения, крутильные колебания, переменная толщина. 
 

Developed the research methods of natural torsional oscillation for revolution shells with complicated shape of meridian and 

variable thickness. Investigated influence of parameters describing a variable thickness along the axis of the shell, on the natural 

frequencies and mode shapes for cylindrical shell on the basis of the developed algorithms. Constructed dependences to the first and 

second natural frequencies on the amplitude of the convexity (concave) for shells with convex and concave meridian. 
 

Keywords: shell of revolution, torsional oscillation, variable thickness. 
 

Для оболочек вращения со сложной формой ме-

ридиана и переменной толщиной разработаны ме-

тоды исследования собственных крутильных коле-

баний. На основе полученных алгоритмов для ци-

линдрической оболочки исследовано влияние па-

раметров, характеризующих переменность толщи-

ны оболочки, на собственные частоты и формы 

колебаний. Для оболочек с выпуклой и вогнутой 

формой меридиана построены зависимости первой 

и второй собственных частот от геометрических 

параметров. 

Исследованию динамического поведения обо-

лочек с переменной толщиной посвящено значи-

тельное число работ. В их числе как вынужденные 

[1, 2], так и собственные колебания оболочек [3, 4]. 

Колебаниям оболочек вращения со сложной фор-

мой меридиана уделено не так много внимания, как 

оболочкам с каноническими формами срединной 

поверхности; [5] − одна из последних работ для 

таких оболочек. 

Настоящая работа посвящена исследованию за-

дач как для цилиндрических оболочек переменной 

толщины, так и для оболочек вращения с некано-

нической формой срединной поверхности. 

 

Постановка задачи 

Рассмотрим оболочку вращения, у которой 

( )h h z , ( )r r z , [0, ]z L , где h − толщина обо-

лочки; r − радиус срединной поверхности; z – про-

дольная координата; L − линейный осевой размер 

оболочки. Все основные полевые характеристики 

(смещения, деформации, усилия) будем рассматри-

вать в гауссовой системе координат, связанной со 

срединной поверхностью оболочки, как функции 

цилиндрических координат ( , )z . В этом случае 

коэффициенты Ляме и главные кривизны гауссо-

вых координат срединной поверхности определя-

ются формулами: 
1 ( )A r z , 2

2 1A r  , 1

1 2

1
k

A A
 , 

2 3

2

r
k

A


 , 

dr
r

dz
    

Пусть e1, e2, e3 – базис Френе срединной по-

верхности оболочки, где e1 – орт, направленный по 

касательной к линии z=const; e2 – к линии const  ; 

e3 – по нормали к срединной поверхности. 
 Обозначим через u=(u1,u2,u3) вектор смещений 

точек срединной поверхности, где ui − его коорди-
наты в базисе Френе. При этом компоненты тензо-

*Работа выполнена в рамках проектной части государственного задания № 9.665.2014.К в сфере научной деятельности.  
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ра конечных деформаций срединной поверхности 

  и тензора изменения еѐ кривизн   в этом же 

базисе определяются формулами [6, 7] 

2
11111

2

1
  e , 2

22222
2

1
  e , 211212

2

1
  e , 

 21
1

21
1

111   AAA z  ,  12
1

12
1

222   AAA z   , 

    1
11

1
21

1
22

1
1212

2

1   AAAAAA z   , 

  3121
1

21
1

111 ukuAAuAe z  
  , 

  3212
1

12
1

222 ukuAAuAe z  
 , 

    1
11

1
21

1
22

1
1212

2

1   AuAAAuAAe z , 

113
1

11 ukuA  
 , 223

1
22 ukuA z   ,  

где 1 , 2  – углы  поворота нормали;  , z – ча-

стные производные по  , z  соответственно. 

В силу гипотезы Кирхгофа – Лява ( 13 , 23 , 

1133   , 12 , 22 ) закон Гука для усилий и мо-

ментов можно записать в виде 

 221111 )(   zBT ,  112222 )(   zBT ,  

  1212 1)(  zBT ,  221111 )(   zDM , 

 112222 )(   zDM ,   1212 1)(  zDM , 

21

)(
)(




zEh
zB ,     

 2

3

112

)(
)(




zEh
zD , 

где E ,   – модуль Юнга и коэффициент Пуассона. 

На основе вариационного принципа Гамильтона 
получаем следующие уравнения движения: 

   1 2 * 2

2 11 1 1 12 2 22 1 2 1 1 1 2 1z tA T A A T A T A A k Q A A h u          ,

   1 2 * 2

1 22 2 2 12 1 11 1 2 2 2 1 2 2z z tAT A A T AT A A k Q A A h u         , 

   * *

1 1 2 2zAQ A Q        (1) 

2

1 2 1 11 1 2 2 22 1 2 3tA A k T A A k T A A h u    , 

где   – плотность; t  – производная по времени; 
*
1Q , *

2Q  − полные поперечные силы, 

2121111
*
1  TTQQ  , 1122222

*
2  TTQQ  ,  

    12
2
1

1
1222112

1
2

1
11 MAAMAMAAAQ z 

 ,  

    12
2
2

1
2111221

1
2

1
12 MAAMAMAAAQ zz   .  

Ограничимся исследованием крутильных колеба-
ний. Учитывая, что в этом случае u1=u1(z,t), u2=u3=0, 
интегрирование системы (1) сведѐм к интегрирова-

нию уравнения   1
2

21
*
112112

2
1

1
1 uhAAQkAATAA tz   , 

которое после преобразований принимает вид 
2

31 1

1 2 3 1 4 12
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После линеаризации уравнения (2) получаем  

2
1

2

1

21
1

1

41

1

2
2
1

2

)()(

)(

)(

)(

t
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hAA
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z

u




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


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

 
.  (3) 

Решение уравнения (3) будем отыскивать в виде 
tiezUtzu  )(),( 11 .    (4) 

 Функцию, характеризующую изменение тол-

щины оболочки, представим в виде )()( 10 xhhxh  , 

где )0(0 hh  , 0hzx  . Введѐм характеристики не-

однородности 0)max( hh , 0)min( hh . Вводя 

011 hUY  , на основании формул (3), (4) получаем 

111 )(),( YxGYxFY  ,    (5) 

где  0hE  − безразмерный частотный пара-

метр, а функции ),( xF , )(xG  имеют вид 

),(xF  

  )(3)(
)(

111121
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1
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1

12 xhkxhkSk
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A
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2
2)1(24  ,    )(12 2

1
2
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 )(4
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)(3 2
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1
21 xhk

xSh
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2

2

1
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2

A

A

A

A
S





 .  (6) 

Здесь A1, k1 − безразмерные величины, отнесен-

ные к h0. 

Будем считать, что на торцах оболочки выпол-

няются граничные условия, отвечающие жесткой 

заделке: 

0|)(
0,01  LxxY ,     (7) 

где 00 hLL  . 

Для интегрирования поставленных краевых за-

дач и определения собственных частот крутильных 

колебаний оболочки вращения уравнение (5) све-

дѐм к эквивалентной системе дифференциальных 

уравнений первого порядка 

)(
)(

2
1 xY
dx

xdY
 ,  

)()()(),(
)(

21
2 xYxGxYxF
dx

xdY
 ,   (8) 

краевая задача для которой может быть проанали-

зирована методом пристрелки.  
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Цилиндрическая оболочка 

В случае цилиндрической оболочки  

,r R const   RA 1 , 12 A , 1
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 Rk , 02 k , 

2

2
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1

xhR

xhR

xh

xh
xG




 ,    где 00 hRR  . 

Замечание. Цилиндрической оболочке постоян-
ной толщины отвечает 1)(1 xh , что позволяет 

строить точные аналитические решения краевой 
задачи (5)−(7), которые могут служить своеобраз-
ными тестами для различных полевых характери-
стик оболочек переменной толщины, которые оп-
ределялись на основе численного интегрирования 
системы обыкновенных дифференциальных урав-
нений (8) с граничными условиями (7). Приведем 
здесь аналитическую формулу для расчета безраз-
мерных собственных частот цилиндрической обо-
лочки постоянной толщины 

nn
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Численные исследования для оболочек пере-
менной толщины проводились при фиксированных 

значениях: 002,00 h м, 1,0R м, 3,0  для сле-

дующих законов изменения )(1 xh :  

0
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Численное интегрирование системы (8) осуще-
ствлялось методом пристрелки [8]. 

Приведѐм некоторые результаты проведенных 
исследований. 

1. При исследовании зависимости первой 1 и 

второй 2 собственных частот крутильных колеба-
ний от длины оболочки L0 установлено, что неод-
нородность толщины наиболее сильно проявляется 

для длинных оболочек (  500,3000 L ).  

2. В случае ]2,1;1,1[ , ]9,0;8,0[  в выраже-

ниях (9): 1=0,5, 2=0,125, 3=0,2, 4=0,5, неодно-

родность существенно влияла на значение 1, 2 

только для 
0

1 sin2,01)(
L

x
xh


  и 

0

2
1 sin2,01)(

L

x
xh


  

(рис. 1а). В остальных случаях частоты неоднород-
ной цилиндрической оболочки отличались от час-
тот однородной не более чем на 6 %. Заметим, что 
все законы монотонного возрастания (убывания) 
показывали довольно близкие результаты: соответ-
ствующие частоты отличались не более чем на 4 %. 

3. При ]5,1;4,1[ , ]6,0;5,0[ , в частности, 

когда в выражениях (9) 1=1, 2=0,5, 3=0,4, 

4=0,2,  полученные результаты позволяют сделать 
вывод, что влияние неоднородности на значения 
частоты крутильных колебаний увеличилось. На 
рис. 1б представлены некоторые результаты для 
указанного случая. 

 

Оболочка вращения с переменным радиусом 
срединной поверхности 

 

Будем считать, что толщина оболочки постоян-

на, а радиус срединной поверхности )(xrr  . В 

этом случае система (8) принимает вид 

)(
)(

2
1 xY
dx

xdY
 ,   )()()(),(

)(
21

2 xYxGxYxF
dx

xdY
 , 

где функции ),( xF , )(xG  получаются из (6) при 

h1(x)=1.  
Для численных расчетов выбраны оболочки со 

следующими законами изменения радиуса средин-
ной поверхности:  

0
00 sin)(

L

x
HRxr


 ,    (10) 

0
00 sin)(

L

x
HRxr


 ,    (11) 

а сами расчеты проведены при следующих значе-

ниях параметров: 002,00 h м, 1,0L м, 1,0R м, 

3,0 , причем для выбранных параметров законы 

изменения радиусов можно условно разделить на 

выпуклые для 00 H  и вогнутые для 00 H . 

Проведенный анализ позволяет сделать сле-
дующие выводы (рис. 2): 

1. Для выпуклой оболочки при увеличении ам-

плитуды формы поверхности 0H  величина первой 

собственной частоты 1 уменьшается; при этом па-

раметр 1 для вида (11) меньше, чем для вида (10). 
2. Для вогнутой оболочки график функции 

)( 01 H  для обоих законов изменения меридиана 

(10), (11) имеет немонотонный характер.  

3. Вторая собственная частота 2 как выпук-
лой, так и вогнутой оболочек вращения для обоих 
законов (10), (11) уменьшается при увеличении ам-
плитудного параметра H0. Стоит отметить, что для 

оболочки (11) при 3,60 H  происходит резкое 

уменьшение значения 2 в 2 раза.   
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Рис. 1. Зависимости безразмерных частотных параметров 1 , 2  от безразмерной длины 0L  

для цилиндрической оболочки с постоянной и переменной толщиной: а − при слабой неоднородности 

 ( ]2,1;1,1[ , ]9,0;8,0[ ); б − при увеличении параметра неоднородности ( ]5,1;4,1[ , ]6,0;5,0[ ) 
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Выводы 

На основе проведенных исследований установ-

лено, что для цилиндрических оболочек с моно-

тонно изменяющейся толщиной значения первых 

двух собственных частот крутильных колебаний 

1 , 2  слабо отличаются от аналогичных значе-

ний для цилиндрической оболочки с consth , а 

при некоторых немонотонных законах изменения 

толщины это влияние значительно сильнее.  

 Анализ первой частоты для оболочек вращения 

с постоянной толщиной и переменным радиусом 

выявил, что для вогнутой оболочки функция 

)( 01 H  имеет немонотонный характер, для выпук-

лой − убывающий.  

Заметим, что значения первой 1  и второй 2  

собственных частот оболочек вращения с выпук-

лым меридианом выше, чем соответствующие зна-

чения 1 , 2  для оболочек с вогнутой формой 

срединной поверхности, как в случае переменной 

толщины и постоянного радиуса, так и в случае 

постоянной толщины и переменного радиуса. 
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Представлена математическая модель, описывающая деятельность различных субъектов вертикальной мар-

кетинговой системы. В роли субъектов управления выступают поставщик, производящий продукцию, посредник, с 

которым у поставщика заключен договор комиссии, и торговое предприятие, реализующее продукцию поставщика 

в розничной сети. Модель построена на основе теоретико-игрового и иерархического подходов. Строится равнове-

сие по Штакельбергу с учетом требований поддержания системы в заданном состоянии и возможной коррумпиро-

ванности субъектов управления. В качестве метода иерархического управления используется метод побуждения. 

Приведен ряд характерных примеров с последующей интерпретацией полученных результатов. Сделаны выводы о 

путях борьбы с коррупцией в трехуровневых системах управления. 

 

Ключевые слова: иерархия, трехуровневая система управления, метод побуждения, равновесие по Штакельбер-

гу, коррупция, имитация. 

 

An original mathematical model, that describes different activities of actors in the vertical marketing system is presented. 

There are a provider, a mediator, a trading enterprise are presented as a controlling subjects. The relationship between pro-

vider and mediator accords to commission agreement. Trading enterprise sells products is produced by the provider. The 

model is based on the game-theoretical and hierarchical approach. A Stackelberg equilibrium in terms of sustainable devel-

opment is established under possible corruption. The method of impulsion is used as a method of hierarchical control to 

solve this model. A number of typical examples followed by an interpretation of the results obtained are presented. Some con-

tributions to fight corruption in three-level system are  made. 

 

Keywords: hierarchy, three-level control system, method of impulsion, Stackelberg’s equilibrium, corruption, computing 

simulation. 

 

Успешное функционирование любых экономи-

ческих объектов невозможно без комплексного 

подхода к проблеме управления и предполагает 

наличие отлаженной системы управления. Изуче-

ние различного рода систем управления проходит в 

рамках теории активных систем [1, 2], теории ие-

рархических игр [3], а также теории контрактов [4].  

При анализе эколого-экономических систем 

особую роль играет теория иерархических систем 

управления, в концепции которой учитывается 

специфика механизмов управления реальными эко-

лого-экономическими объектами.  

Моделирование эколого-экономических систем 

начиналось с использования одноуровневых моде-

лей. Системы такого рода содержат только один 

субъект управления. В таких моделях не учитыва-

ется всѐ многообразие связей экономической и 

экологической подсистем. Однако современные 

системы управления являются многоуровневыми, 

отношения внутри которых построены на принци-

пах иерархии (начальник − подчиненный).  

Простейшей иерархически организованной сис-

темой управления является двухуровневая, вклю-

чающая в себя субъекты управления двух иерархи-

чески соподчиненных уровней управления (веду-

щий, ведомый), а также управляемую систему (УС) 

[3]. Такие системы управления часто используются 

при организации реальных экономических объек-

тов и позволяют организовать работу всей системы 

оптимальным образом. Но существует множество 

экономических объектов, эффективное функцио-

нирование которых невозможно при использовании 

* Работа выполнена при поддержке ЮФУ, проект  № 213.01-07.2014/07ПЧВГ. 
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системы управления двухуровневой структуры. В 

этих случаях необходимо строить систему управ-

ления, учитывая потребности в дополнительных 

субъектах управления, относящихся к разным ие-

рархически соподчиненным уровням. Поэтому на-

ряду с двухуровневыми системами управления 

экономическими объектами в настоящее время 

распространены трехуровневые системы, в состав 

которых входят субъекты управления верхнего, 

среднего и нижнего уровней. Такие системы 

управления более точно отражают структуру взаи-

моотношений между хозяйствующими субъектами. 

Специфика любой трехуровневой системы 

управления состоит в том, что интересы субъектов 

управления среднего и верхнего уровней различны, 

а порой и противоположны. Как следствие, субъек-

ты управления среднего уровня могут быть заинте-

ресованы в получении взяток от субъектов управ-

ления нижнего уровня, в обмен на которые они ос-

лабляют свое воздействие на них. Таким образом, в 

трехуровневых системах управления возможны 

побочные платежи, которые являются скрытыми 

действиями в целях достижения собственной выго-

ды и видом оппортунистического поведения [5−7]. 

Подобного рода «комиссионные» получили широ-

кое распространение под термином «откат» 

(kickbacks) [5, 6]. Откаты являются одним из видов 

взяток, и в современном мире имеют место как с 

участием государственных органов или чиновни-

ков, так и между субъектами бизнеса при наличии 

посредника между ними. Между субъектами 

управления могут возникнуть коррупционные от-

ношения. 

Основополагающей работой по математическо-

му  моделированию  коррупции считается статья  

С. Роз-Аккерман [7]. В ней представлен ряд моде-

лей, описывающих коррупционное поведение эко-

номических субъектов. В дальнейшем отдельные 

вопросы коррупции исследовались в [1, 6, 8 − 11]. 

В этих и других работах изучаются статические и 

динамические (многошаговые) модели коррупции; 

случаи попустительства и вымогательства; полити-

ческая, экономическая, организационная корруп-

ция; дилемма взяточника; возможность подкупа 

контролирующего органа, случай его независимо-

сти, неподкупности и другие. Классификация и 

анализ работ, посвященных математическому мо-

делированию коррупции, приведены в [8].  

В данной работе строится и исследуется трех-

уровневая модель, описывающая взаимодействие 

нескольких субъектов вертикальной маркетинговой 

системы: поставщика (ПС), посредника (ПР) и тор-

гового предприятия (ТП). Взаимоотношения ПР и 

ПС происходят в соответствии с договорами ко-

миссии или агентским. 

Наличие иерархии в отношениях между субъек-

тами управления обусловлено порядком принятия 

ими решений. Этот факт определяет инструмента-

рий исследования построенной модели [3]. Взаи-

моотношения ПС и ПР происходят в соответствии 

с договором комиссии или агентским договором. 

Предполагается, что основной целью ПС является 

поддержание системы в заданном состоянии [3]. В 

качестве метода иерархического управления в 

предложенной модели используется метод побуж-

дения [2, 3, 9].  

Математическая постановка задачи 

Основная цель экономических субъектов − уве-

личение собственной прибыли. Важную роль в дос-

тижении этой цели играет способ движения товара 

от производителя к конечному потребителю. Систе-

ма, включающая в себя ряд организаций, которые 

принимают на себя или помогают передать другому 

право собственности на конкретный товар на пути 

от производителя к потребителю, называется кана-

лом распределения продукции [12]. Выделяют тра-

диционные каналы распределения, вертикальные и 

горизонтальные маркетинговые системы.  

В данной работе рассматривается трехуровневая 

модель вертикальной маркетинговой системы, 

включающая ПС; ПР; ТП; УС (потребители). 

Взаимоотношения между субъектами управле-

ния данной системы носят следующий характер: 

ПС воздействует на ПР, ПР – на ТП.  

Подобная организация взаимоотношений обу-

словила иерархию между субъектами управления 

системы, в соответствии с которой ПС выступает в 

качестве субъекта управления верхнего уровня,  

ПР – среднего, ТП − нижнего. ТП действует от соб-

ственного имени, используя товары и товарные 

знаки ПС; ПР − от имени ПС, который в свою оче-

редь контролирует деятельность ПР.  

Деятельность ПС связана с производством 

строительных материалов из древесины. Его ос-

новной целью является поддержание системы в 

заданном состоянии (гомеостаза). Компании-произ-

водители для осуществления своей деятельности 

нуждаются в разрешении на выброс загрязняющих 

веществ (ЗВ), в котором оговаривается класс опас-

ности ЗВ и их объемы. Данное разрешение может 

быть отозвано в связи с превышением объемов ЗВ 

или их класса опасности, а функционирование 

компании − приостановлено. Предполагается, что 

основной целью ПС является выполнение экологи-

ческих нормативов и поддержание системы в го-

меостазе, и во вторую очередь − максимизация 

собственной прибыли. Будем считать, что система 

находится в гомеостазе, если количество ЗВ, по-

ступающих в атмосферу при производстве строи-
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тельных материалов, соответствует нормам, уста-

новленным государством. Данное условие может 

быть выполнено не единственным образом, поэто-

му, кроме того, ПС стремится к максимизации при-

были, полученной в результате реализации произ-

ведѐнной им продукции. ПС реализует продукцию 

через ПР, с которым у него заключен договор ко-

миссии. В соответствии с данным договором ПС 

выступает в роли комитента, а ПР − комиссионера. 

ПС предоставляет ПР товар по базовой цене, ко-

торой ПС может управлять. ПР может менять (уве-

личивать или уменьшать) цену, установленную ПС, 

в пределах, оговоренных договором комиссии. ПР 

управляет величиной собственной накрутки или 

скидки к цене ПС. Согласно договору комиссии, 

ПР за оказанные им услуги получает комиссионное 

вознаграждение, величина которого зависит от 

объема проданной им продукции.  

ТП занимается продажей строительных мате-

риалов, приобретаемых у ПС через ПР. ТП стре-

мится к максимизации своей прибыли, управляя 

размером своей наценки на стоимость продукции, 

по которой оно приобретает товар у ПР. С доходов 

всех субъектов управления государство взимает 

налог.  

В качестве метода иерархического управления 

используется метод побуждения [3, 9]. 

Интересы ПР и ПС не совпадают. Каждый из 

них заинтересован в максимизации своего дохода. 

Поэтому ПР может быть заинтересован в получе-

нии взяток от ТП, в обмен на которые он уменьша-

ет свою наценку на продукцию ПС. Размер взятки 

определяется ТП. ПР в свою очередь может при-

нять ее или отклонить. В случае принятия взятки 

ПР уменьшает свою наценку на стоимость продук-

ции.  Предполагается, что ПС не обращает внима-

ние на наличие коррупции в системе, т.е. не кон-

тролирует и не наказывает ПР и ТП за взятки. 

Пусть ПС производит и продает товары одного 

типа. Кроме того, имеется одно ТП, которому ПС 

через ПР продает свой товар. 

ТП стремится к максимизации своей прибыли. 

При этом оно несет фиксированные и переменные 

затраты. Фиксированные затраты, в отличие от пе-

ременных, не зависят от объема продаваемой про-

дукции.  

Целевая функция ТП имеет вид 

)())((1( ТПRSТПТПТП PVSPscvJ  ,  

Crc
ТПТП

ТП

PVCrFC
,

max)(   ,  (1) 

ТППРТП cPP 
0

, 
)(

)(
ТП

ТП
P

A
PV  . 

В (1) v – величина налога на прибыль; PПР
0
, PТП − 

цена единицы продукции у ПР и ТП соответствен-

но; сТП − наценка ТП; V(PТП) − объем продаваемой 

ТП продукции; он зависит от цены PТП с постоян-

ным коэффициентом эластичности α; сТПV(PТП) − 

доход ТП от реализации продукции; FCТП = const − 

фиксированные затраты ТП; s=const − доля выруч-

ки ТП, выделяемая в фонд заработной платы 

(s(0,1)); SRS=const − средства, которые ТП тратит 

на  хранение единицы продукции (SRS>0); Cr − раз-

мер взятки, приходящейся на единицу продукции;  

δ − постоянная, равная единице, если взятка ПР 

принимается, и нулю − в противном случае. Пред-

полагается, что товар, который продает ТП, являет-

ся эластичным, т.е. | α |>1; A, α = const. 
ПР получает от ТП заказ на товар в количестве 

V(PТП) и направляет его на исполнение ПС. Послед-

ний поставляет готовую продукцию ПР, тот в свою 

очередь − ТП. ПР тратит собственные средства на 

повышение своей квалификации, аренду офиса и 

использование средств связи. С учетом возможной 

коррупции в системе целевая функция ПР имеет вид 

)()tcos1)(1( ТППCПР PVPbvJ
ПР

 + (2) 




,
max)(

ПРс
ТПPVCr  , 

)1(
max

min0



 Cr

Cr

cc
сPP

ПРПР
ПРПCПР . (3) 

Здесь Cr
Cr

cc ПРПР




max

min  − полезность взятки, ко-

торая показывает, насколько взятка уменьшает це-

ну, устанавливаемую ПР; Crmax – максимально воз-

можный размер взятки; сПР − наценка ПР; сПРmin − 

размер минимальной наценки ПР, указанный в до-

говоре комиссии; b − величина комиссионных за 

единицу проданной продукции; PПС − цена едини-

цы продукции у ПС; bPПСV(PТП) − комиссионные, 

получаемые от ПС, за единицу проданного товара; 

они зависят от стоимости продукции у ТП; costПР − 

доля средств от общей выручки ПР, которую со-

ставляют переменные затраты. 

Предполагается, что основной целью ПС явля-

ется поддержание системы в гомеостазе. Будем 

считать, что система находится в гомеостазе, если 

выполнено неравенство 

ПMaxП МVM )( ,    (4) 

где MПMax − максимально допустимый объем сбро-

са ЗВ в окружающую среду, установленный госу-

дарством; MП(V(PТП)) − количество попадающих в 

окружающую среду загрязнений, зависящее от 

объема произведенной продукции (V(PТП)).  

Выполнения условия (4) ПС может добиться не 

единственным образом. Он стремится к увеличе-

нию собственного дохода, управляет базовой стои-

мостью продукции PПС, расходует средства на оп-

лату услуг связи, рекламу и аренду склада. Эти за-

траты не зависят от объема продаж. Кроме того, 

ПС тратит средства на выплату комиссионных ПР, 
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аренду склада, зарплату сотрудникам, а также за-

купку сырья. Эти затраты зависят от объема про-

данной продукции.  

Целевая функция ПС имеет вид 

 ))cost()((1(
0

sПCПCПРПC zPbPvJ  

ПCSt
ПCТП FCPV max))(  ,   (5) 

где FCПС = const − фиксированные затраты ПС; 

cos tПС − размер переменных затрат; zs − стоимость 

хранения одной единицы продукции у ПС. 

Описанная выше модель решается при следую-

щих ограничениях на управление: 

maxmin ПCПCПC PPP  ,   (6) 

maxmin ПРПРПР ссc  , }1,0{ , (7) 

maxmin ТПТПТП ссс  , max0 CrCr  , (8) 

где PПCmin, PПCmax − размеры минимальной и макси-

мальной цены единицы продукции у ПС; сПРmin, 

сПРmax (сТПmin, сТПmax) − размеры минимальной и 

максимальной наценки ПР (ТП)  на единицу про-

дукции. 

Исследуемая модель описывается системой 

уравнений и неравенств (1) – (8).  

Методы исследования модели 

Бескоррупционный случай (Crmax = Cr = δ =0).  

Алгоритм нахождения равновесия  

побуждения в бескоррупционном случае 

1. Решается задача (1), (8). Определяется опти-

мальная для ТП наценка, которая зависит от стои-

мости единицы продукции у ПР, т.е. от PПС и
 
cПР. 

Обозначим ее через сТП
*
(PПС, сПР). 

2. Решается задача (2), (3), (7) при сТП = 

=сТП
*
(PПС, сПР). Определяется оптимальное управ-

ление ПР в зависимости от величины PПС. Обозна-

чим его сПР
*
(PПС). 

3. Подставим найденные на первом и втором 

шагах алгоритма величины сТП
*
(PПС, сПР

*
(PПС)) и 

сПР
*
(PПС) в (4) − (6). Определяется оптимальная для 

ПС стоимость единицы продукции PПС
*
. 

4. Решение модели (1) – (8) имеет вид 

{ PПС
*
, сПР

*
(PПС

*
), сТП

*
(PПС

*
, сПР

*
(PПС

*
))}. 

Задачи, решаемые на шагах 1 – 3 алгоритма, 

представляют собой нелинейные задачи условной 

оптимизации, решаемые с учетом иерархии в от-

ношениях между субъектами управления.  

Пусть наложены следующие ограничения на 

входные параметры субъектов управления: 

 ТП 

;10  s ;0 RSS ;0 A 1 ; 

 ПР 

;10 b ;1cost0 ПР  minПРc1 ; 

 ПС 

b ПСПРmin cost)c1( . 

Тогда равновесие по Штакельбергу с учетом 

требований поддержания системы в заданном со-

стоянии строится аналитически методом множите-

лей Лагранжа. Оптимальное управление ТП выгля-

дит следующим образом: 

min 01

0

01 02

max 02

, если

* , если [ , )

, если

ТП ПР

ТП ТП ПР

ТП ПР

c c c

с c c c c

c c c




 
 

, 

где    1
)1(

)1)(1(min
01 






ПC

RSТП

Pss

Ssс
c




; 

1
)1(

)1)(1(max
02 






ПC

RSТП

Pss

Ssс
c




; 

)1)(1(

)1()1(0

s

ScPss
c RSПРПC

ТП








. 

В бескоррупционном случае управление ПС, 

вне зависимости от значений входных параметров, 

имеет вид сПС
*
= сПСmin. 

Задача ПС исследуется аналитически методом 

множителей Лагранжа. На данном этапе определяет-

ся базовая стоимость единицы продукции с учетом 

значений параметров управления ПР и ТП, а также 

требования поддержания системы в заданном со-

стоянии. Ниже приведено несколько примеров. 

Введем обозначения: 

)1()1(

)1)(1(

min

min
01






ПС

RSТП

css

Ssс
P




; 

)1()1(

)1)(1(

min

max
02






ПС

RSТП

css

Ssс
P




; 

))cost()1)((1)(1(

))cost()1(()1(

ПРminmin

minПРminmin0
0

bcc

cbccz
P

ПСПС

ТППСПСs









;

))cost()1(()1(

))cost()1((
)1)(1(

ПРmin

ПРmin
0

1
bcL

Lzbc
s

S

P
ПС

sПС
RS














; 

))cost()1)((1)(1(

)1())cost()1((

ПРminmin

minПРminmax0
2

bcc

czbcc
P

ПСПС

ПСsПСТП









; 

)1)(1(

)1)(1(
)1( min

min
s

css
cL

ПС
ПС









. 

Если выполняется ограничение на область до-

пустимых управлений ПР 

)1()1(

)1)(1(

min

min
max






ПР

RSТП
ПC

css

Ssс
P




, 

то управление ПР принимает вид 
0

max 0 max max 01

0 0

0 min 0 max max 01

0

min min 0 max 01

, и ,

* , и ,

, и .

ПС ПС ПС

ПС ПС ПС ПС

ПС ПС ПС

P P P P P

P P P P P P P

P P P P P

  


   
  
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Если  

min

min

min

max

max

min

( 1)(1 )
,

(1 ) ( 1)

( 1)(1 )
,

(1 ) ( 1)

ТП RS

ПС

ПР

ТП RS

ПС

ПР

с s S
P

s s c

с s S
P

s s c

 



 



  
    


   

    

 

то    *ПСP   

0

max 1 max max 02 min 01

0 0

1 min 1 max max 02 min 01

0

min min 1 max 02 min 01

, и и ,

, и и ,

, и и .

ПС ПС ПС ПС

ПС ПС ПС ПС

ПС ПС ПС ПС

P P P P P P P

P P P P P P P P

P P P P P P P

   


    
   

 

При ограничениях вида 

)1()1(

)1)(1(

min

max
min






ПР

RSТП
ПС

css

Ssс
P




 

оптимальное управление ПР принимает вид  
0

max 2 max min 02

0 0

2 min 2 max min 02

0

min min 2 min 02

, и ,

* , и ,

, и .

ПС ПС ПС

ПС ПС ПС ПС

ПС ПС ПС

P P P P P

P P P P P P P

P P P P P

  


   
  

 

Таким образом, оптимальная стратегия ПС PПС* 

принимает одно из девяти значений в зависимости 

от значений входных параметров: PПСmin, PПСmax, 
P0

0
, P1

0
, P2

0
, P01, (P01−ε), P02, (P01−ε). 

Равновесие Штакельберга принимает  вид {PПР
*

, 

cПC
*
, cТП

*
}. 

При наличии коррупции в системе (Crmax≠0) ал-

горитм нахождения равновесия побуждения заклю-

чается в следующем.  

1. Решается задача (1), (8). Определяется опти-

мальная для ТП наценка и размер предлагаемой ПР 

взятки. Эти величины зависят от стоимости про-

дукции у ПР (т.е. от PПС и
 
cПР) и решения ПР о при-

нятии взятки от ТП. Обозначим эти значения через 

{сТП
*
(PПС, сПР, δ), Cr

*
(PПС, сПР, δ)}. 

2. Найденные в первом пункте алгоритма вели-

чины {сТП
*
(PПС, сПР, δ), Cr

*
(PПС, сПР, δ)} подставля-

ются в (2), (3). Решается задача (2), (3), (7). Опре-

деляется оптимальное управление ПР в зависимо-

сти от PПC. Обозначим его через {сПР
*
(PПC),  

δ
 *
(PПC)}. 

3. Подставим найденные на первом и втором 

шагах алгоритма величины {сПР
*
(PПC), δ

*
(PПC)} и 

{сТП
*
(PПС, сПР

*
(PПC), δ

*
(PПC)), Cr

*
(PПС, сПР

*
(PПC), 

δ
*
(PПC))} в (4) − (6). Определяется оптимальное для 

ПС значение стоимости единицы продукции PПC
*
. 

4. Решение модели (1) – (8) имеет вид  

{PПC
*
, сПР

*
(PПC

*
), δ

*
(PПC

*
), сТП

*
(PПC

*
, сПР

*
(PПC

*
), 

δ
*
(PПC

*
)), Cr

*
(PПC

*
, сПР

*
(PПC

*
), δ

*
(PПC

*
))}.  

В общем случае равновесие с учетом возможной 

коррупции строится численно методом прямого 

упорядоченного перебора областей допустимых 

управлений на основе имитационного моделирова-

ния. 

Равновесие Штакельберга принимает следую-

щий вид: {PПР
*
, cПC

*
, cТП

*
}. 

Результаты расчетов 

Приведем несколько примеров исследования 

модели (1) − (8). 

Пример 1. При отсутствии коррупции в системе 

для следующего набора входных параметров: 

A=10000; α=1,35; сТПmin=2 y.e.; сТПmax=50 y.e.; 

Crmax=0 y.e.; δ=0; FCТП=50 y.e.; s=0,1; SRS=0,3 y.e.; 

сПРmin=−0,2;   сПРmax=1,5;   costПР=0,3;   b=0,3;  

PПСmin=10 y.e.;   PПСmax=200 y.e.;   MПMax=10 т;  

costПC=0,2;   FCПC=100 y.e.;   zs=0,5 y.e.;   υ=0,15. 

Оптимальные стратегии субъектов управления 

имеют вид сТП*=сТПmax=50 y.e.; cПР*=сПРmin=−0,2; 

PПС*=P2
0
=185 y.e.  

Доход субъектов управления в равновесии сис-

темы равен JПС=285,9 у.е.; JПР=262,0 у.е.; 

JТП=159,1 у.е.  

Здесь JПС, JПР, JТП  − доходы ПС, ПР и ТП соот-

ветственно; у.е. – стоимость в условных единицах; 

т – тонна. 

В данном случае ТП и ПР выгодно назначать 

максимально возможные наценки к ценам ПР и ПС 

соответственно. 

Пример 2. В случае входных данных примера 1 

и α=1,55 получим, что  сТП*=сТП
0
=18 y.e.;  

cПР*=сПРmin=−0,2; PПС*=PПСmin=10 y.e.;   

JПС=51,3 у.е.; JПР=114,4 у.е.; JТП=780,1 у.е. 

Следовательно, с ростом коэффициента эла-

стичности прибыль ТП растет, а ПР и ПС − падает.  

Пример 3. В случае входных данных примера 1 

и  PПСmax=50 y.e. имеем сТП*=сТПmax=50 y.e.;  

cПР*=сПРmin=−0,2; PПС*=PПСmax=50 y.e.; 

JПС=198,5 у.е.; JПР=205,3 у.е.; JТП=753,3 у.е.  

С уменьшением максимально возможной стои-

мости единицы товара у ПС для него оптимальным 

становится именно это значение цены единицы 

продукции. Прибыль ТП в этом случае возрастает 

по сравнению с примером 1, прибыли ПР и ПС па-

дают. 

Пример 4. В случае входных данных примера 1 

и  A=5000: сТП*=сТПmax=50 y.e.; cПР*=сПРmin=−0,2; 

PПС*=P2
0
=185 y.e.; JПС=100,5 у.е.; JПР=131,0 у.е.; 

JТП=58,3 у.е. 

Снижение объема производства у ПС влечет за 

собой снижение прибыли всех субъектов управле-

ния системы. 

Пример 5. В случае входных данных примера 1 

и сТПmax=5 y.e. получим  сТП*=сТПmax=5 y.e.;  

cПР*=сПРmin= −0,2; PПС*= P2
0
=50 y.e.;  

JПС=686,5 у.е.; JПР=579,9 у.е.; JТП=214,1 у.е.  

Снижение величины максимально допустимой 

наценки ТП влечет увеличение прибыли ПС и ПР и 

снижение прибыли ТП. 

Пример 6. В случае входных данных примера 1 

и  Crmax=20 y.e. в системе появляется коррупция, 

причем сТП*=50 y.e.; Cr*=5,5 y.e.; cПР*=1,5; δ*=1; 



ISSN 0321-3005   ИЗВЕСТИЯ ВУЗОВ. СЕВЕРО-КАВКАЗСКИЙ РЕГИОН.                  ЕСТЕСТВЕННЫЕ НАУКИ.  2015.    № 2 

32 

PПС*=26 y.e.; JПС=557,5 y.e.; JПР=194,8 y.e.; 

JТП=495,5 y.e. 

Максимальную выгоду от взяток получает ТП, 

прибыль ПР также возрастает, а ПС − падает. 

Пример 7. В случае входных данных примера 6 

и Crmax=50 y.e.:  сТП*=50 y.e.; Cr*=0 y.e.; cПР*= −0,2; 

δ*=0; PПС*=185 y.e.; JПС=285,9 y.e.; JПР=262,0 y.e.; 

JТП=159,1 y.e.  

С повышением величины максимально допус-

тимой взятки эффективность взятки падает (фор-

мула (3)). ПР стремится получить с ТП чересчур 

большую взятку. ТП становится невыгодно ее 

предлагать.  

Пример 8. В случае входных данных примера 6 

и Crmax=20 y.e. и сПРmax=0,3:  сТП*=50 y.e.; r*=0 y.e.; 

cПР*= −0,2; δ*=0; PПС*=185 y.e.; JПС=285,9 y.e.; 

JПР=262,0 y.e.; JТП=159,1 у.е.  

Если возможности ПР невелики – он не может 

сильно завышать цену ПС, то коррупции в системе 

нет. ТП невыгодно предлагать ПР взятку. 

Заключение 

В работе на основе теоретико-игрового и иерар-

хического подходов предложена математическая 

модель системы управления вертикальной марке-

тинговой системой с учетом возможной коррумпи-

рованности субъектов управления; введено понятие 

равновесия Штакельберга в игре трех лиц с учетом 

требований поддержания системы в заданном со-

стоянии, указан алгоритм его построения.  

 Выявлены основные закономерности функцио-

нирования системы и способы борьбы с коррупци-

ей в ней, которые состоят в следующем:  

1. Увеличение объема продаж влечет за собой 

увеличение прибыли всех субъектов управления. С 

ростом коэффициента эластичности (α) происходит 

снижение прибыли ПС и ПР.  

2. При отсутствии коррупции в системе умень-

шение максимально допустимой скидки, предос-

тавляемой ПР, приводит к увеличению прибыли 

ПС. ПР выгодно предоставить ТП максимально 

возможную скидку. При увеличении размера ко-

миссионных  прибыль ПР увеличивается,  ТП и   

ПС − снижается. 

3. В бескоррупционном случае для ПС выгоднее 

платить комиссионные ПР исходя не из собствен-

ной цены, а из цены ПР; ТП выгодно, чтобы комис-

сионные рассчитывались исходя из цены ПС. При 

низкой эластичности товара суммарная прибыль 

всех субъектов управления выше при расчете ко-

миссионных исходя из цены ПР.   

4. При низкой эластичности товара коррупция 

повышает суммарную прибыль всех субъектов. 

При высокой эластичности товара коррупция не 

меняет суммарную прибыль субъектов. Следова-

тельно, повышение эластичности товара является 

одним из средств борьбы с коррупцией в системе.  

5. При указанной в модели функции эффектив-

ности взятки для ТП дача взятки выгодна только 

при «небольших» значениях максимально допус-

тимой взятки. В противном случае запросы ПР 

превышают возможности ТП. Взятка не дается. 

Уменьшение возможностей ПР, а именно умень-

шение максимально допустимой его наценки к це-

не ПС, делает для ТП невыгодным дачу взятки и 

способствует искоренению коррупции в системе. 

Отметим, что в бескоррупционном случае ис-

следованный в работе механизм взаимодействия 

субъектов управления в той или иной мере находит 

отражение во взаимодействии ряда мебельных 

фабрик, их региональных представителей, дилеров, 

индивидуальных частных предпринимателей и 

фирм. 
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Получены интегральные уравнения (ИУ) трехмерных контактных задач для упругого полупространства, со-

ставленного из двух клиновидных слоев, соединенных скользящей заделкой. Клиновидный слой, примыкающий к слою, 

в который вдавливается штамп, несжимаем (резино-металлическое сочленение). Внешняя грань этого слоя сво-

бодна от напряжений либо подчинена условиям скользящей заделки. Для решения вспомогательных краевых задач о 

действии заданной нормальной нагрузки применен метод комплексных интегральных преобразований Фурье и Кон-

торовича  Лебедева, позволивший свести их к системам ИУ Фредгольма второго рода, решения которых затем 

вошли в ядра ИУ контактных задач. Для решения контактных задач использован метод Галанова. 

 

Ключевые слова: контактная задача, составное полупространство, клин. 

 

The integral equations are derived for three-dimensional contact problems for an elastic half-space consisting of two 

wedge-shaped layers with sliding support in between. The wedge-shaped layer joined to the layer in contact with a punch is 

incompressible (rubber-metal conjunction). The outer face of this layer is supposed to be stress-free or subjected to sliding 

support. To solve auxiliary boundary-value problems for a given normal load the method of Fourier and Kontorovich  Le-

bedev complex integral transformations is used. These auxiliary problems are finally reduced to systems of Fredholm 

integral equations of the second kind, solutions of which go into the kernels of the integral equation of the contact problems. 

For solving the contact problems the Galanov’s method is used. 

 

Keywords: contact problem, composite half-space, wedge. 

 

Ранее изучались аналогичные плоские задачи 

[1], рассматривался случай, когда клиновидный 

слой под штампом несжимаем [2]. 

Рассмотрим, используя цилиндрические коорди-

наты, упругое полупространство, составленное из 

клиновидных слоев 1{r[0,∞); [–,];  

z(–∞,∞)} и 2{r[0,∞); [,]; z(–∞,∞)}, 

которые имеют углы раствора 2 и 2 соответ-

ственно и соединены скользящей заделкой по гра-

ни . Материал клина 1 несжимаем (коэффи-

циент Пуассона 10,5, модуль сдвига G1). Материал 

клина 2 имеет коэффициент Пуассона  и модуль 

сдвига G. В грань  под действием силы P без 

перекоса вдавливается жесткий штамп. Осадка 

штампа равна , а форма основания описывается 

функцией f(r,z). Внешняя грань клина 1 – 

свободна от напряжений (задача А) или находится в 

условиях скользящей заделки (задача Б). При из-

вестных величинах , , G, G1,  и заданной функ-

ции f(y,z) требуется определить контактное давление 

(r,,z)–q(r,z), а также область контакта Ω. Затем 

можно определить связь между величинами P и . 

Для вывода интегральных уравнений (ИУ) кон-

тактных задач А и Б используются метод ком-

плексных интегральных преобразований Фурье и 

КонторовичаЛебедева и техника сведения краевой 

задачи теории упругости для трехмерного клина к 

системе функциональных уравнений со сдвигом 

аргумента [3]. Функционально-сдвиговые уравне-

ния удается свести к системе двух ИУ Фредгольма 

второго рода относительно вспомогательных 

функций n() (n  1, 2; 0, 0) 
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Здесь и ниже при n  1 берется верхний знак 

(функция), а при n  2 − нижний. Правые части 

уравнений (1) экспоненциально убывают при 

  . Для численного решения системы (1) при-

меним метод механических квадратур. 

Контактные задачи затем сводятся к ИУ относи-

тельно q(r,z): 
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
  ddyzrK

WW
i   

Здесь функции n() (n1, 2) удовлетворяют 

системе (1). Главный член R
1

 в ядре (3) соответст-

вует случаю однородного упругого полупростран-

ства [3]. При 0 ядро (3) совпадает с известным [3] 

для однородного клина с одной свободной от на-

пряжений гранью, символом ядра которого служит 

функция 

.
1)4cos1(4ch

4sinsh4

2

)()(
2

21






 WW
 

В частном случае, когда 0,5, система (1) име-

ет точное решение 

).(
2

ch
)]()()[(2

)]()()[(
)(

21

21 xK
WWQ

WWQ
in 






 


 

При 0,5, 1, 2/2 (две одинаковые несжи-

маемые четверти пространства, соединенные 

скользящей заделкой) символ ядра ИУ (2) 









)]()()[(24

)]()()[(

2

)()(

21

2
2121

WWQ

WWQWW
 (4) 

 
))2/(sh(sh2

)2/(сh2sh
22

222




  (задача А)  

или 
22 )2/(sh2

sh




  (задача Б).  

Функции в правой части формулы (4) совпадают 

с известными символами ядер интегральных урав-

нений плоской и пространственной контактных 

задач, рассмотренных ранее. Задача А в случае (4) 

соответствует задачам А [1] и В [2]. Задача Б в слу-

чае (4) соответствует задачам Б [1] и А [2]. При 

этом в соответствующих формулах [1] следует 

взять e1, /2, а в [2, (1.5)−(1.9)] следует по-

ложить 0,5, 1, /2, 0. 

Для численного решения ИУ (2) применим ме-

тод Галанова нелинейных граничных ИУ, позво-

ляющий одновременно определить область контак-

та и контактные давления [3]. Предположим, что 

область контакта содержится в прямоугольнике S, 

который покроем равномерной сеткой. При расчете 

значений ядра (3) в узлах сетки его особенности 

сглаживались путем регуляризации [3]. Как пока-

зывают расчеты, в случае задачи А значения кон-

тактного давления и вдавливающей силы несколь-

ко меньше, чем в задаче Б (при тех же значениях 

задаваемых параметров). 
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Для модуля непрерывности произвольного порядка непрерывной на отрезке функции в метрике знакочувствительно-

го веса дана оценка через модуль непрерывности следующего за ним порядка. Построены также другие модули непре-

рывности со знакочувствительным весом. Получена оценка, устанавливающая связь для их произвольных порядков. Обе 

полученные оценки обобщают на метрику знакочувствительного веса классическое неравенство Маршо для равно-

мерных модулей непрерывности, имеющее широкое применение в теории приближения, теории вложения классов 

функций и других разделах математики. 

 

Ключевые слова: модуль непрерывности, модуль гладкости, знакочувствительный вес, непрерывные функции, не-

равенство Маршо, классы функций, теоремы вложений. 

 

For modulus of continuity of arbitrary degree of function continuous on segment in metrics of signsensitive weight estimation 

over modulus of continuity of the next degree is given. In addition, other modules of continuity with signsensitive weight are con-

structed and the estimation establishing relation for their arbitrary degrees is obtained. Both estimations obtained in the work ge-

neralize on metrics of signsensitive weight classical Marchaud inequality for uniform modules of continuity, which has wide ap-

plication in approximation theory, in theory of embedding classes of functions and in other sections of mathematics. 

 

Keywords: modulus of continuity, modulus of smoothness, signsensitive weight, continuous functions, Marchaud inequali-

ty, classes of functions, embedding theorems. 

 

Следуя [1, 2], знакочувствительным весом на 

данном отрезке  ba,  назовѐм упорядоченную пару 

      xpxpxp  ,  неотрицательных на этом от-

резке функций  xp  и  xp . Если при этом функ-

ции  xp  и  xp  непрерывны на  ba, , то вес 

 xp  также называется непрерывным на нѐм. 

Для непрерывной на отрезке  ba,  функции 

 xf  относительно веса       xpxpxp  ,  определя-

ется p -норма  
       baxxpfff

bapp
,:,sup

,,
 ,    

где           xpxfxpxfxpf 



 ,  –  разложе-

ние функции  xf  по весу  xp ; при этом 

    0,max xfxf   и       xfxf  означают соот-

ветственно плюс- и минус-срезки функции  xf . 

Заметим, что для p -нормы выполняется нера-

венство треугольника, а первая и вторая аксиомы 

нормы, вообще говоря, не выполняются; хотя для 

любой непрерывной на  ba,  функции  xf  имеем 

0
p

f  и 
pp

ff    при 0 , но не всегда 

pp
ff  . 
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В случае веса    1,1xp , очевидно, p -норма лю-

бой непрерывной на  ba,  функции  xf  совпадает 

с еѐ равномерной нормой     baxxff ,:sup  . 

Пусть k  – данное натуральное число; функ-

ция  xf  и вес       xpxpxp  ,  непрерывны на 

отрезке  ba, . Через конечную разность 

     





k

i

i
k

ikk
h ihxfCxf

0

1  k -го порядка функ-

ции  xf  в точке x  с шагом h  определим модуль 

непрерывности k -го порядка функции  xf  на 

отрезке  ba,  относительно p -нормы равенством  

  ,, pfk      (1) 

      sup , : , , ,k

h f p x x x kh a b h        

при 






 


k

ab
,0 , считая  

  






 


k

ab
pfpf kk ,,,,   при 

k

ab 
 . 

Заметим, что для единичного веса    1,1xp  

величина   ,, pfk  совпадает с обычным равно-

мерным модулем непрерывности k -го порядка 

  ,fk , причем в этом частном случае веса в оп-

ределении (1) неравенство h  можно заменить 

на  h0 . Получится эквивалентное определение 

        hbakhxxxff k
hk 0,,,:sup, . 

Такая возможность «редукции» определения 

  ,fk  существенно используется при доказа-

тельстве их важных свойств, а также при их обоб-

щениях на симметричные полунормы (см., напри-

мер, [3−6]). Однако такая редукция определения 

  ,, pfk , вообще говоря, приводит к его «суже-

нию». 

Действительно, пусть   xxf 1 ,   0 xp , 

  xxp   при  1,0x ; 1k . Тогда при 

 1,0,  hxx  имеем   hxfh 1 , а значит, 

   0,1  xpfh  при 10  h , в то время как 

   ,,1 pf . 

В теории приближений, а также при изучении 

вопросов соотношений между различными клас-

сами функций важную роль играют взаимосвязи 

между структурными характеристиками одной и 

той же функции. В частности, достаточно труд-

ной является задача оценки модуля непрерывно-

сти данного порядка через ее модуль непрерыв-

ности более высокого порядка. Для равномерных 

модулей непрерывности произвольного порядка 

такая оценка получена А. Маршо [7]; более про-

стую по форме оценку снизу модуля непрерыв-

ности второго порядка через модуль непрерыв-

ности первого порядка получил Р.М. Тригуб [8]. 

Различным обобщениям и приложениям неравен-

ства Маршо посвящен ряд работ (см., например, 

[9, 10] и цитированную в них литературу). 

Ниже рассматривается вопрос оценки 

  ,, pfk  при произвольном натуральном k  не-

прерывных на данном отрезке одной и той же 

функции  xf  и одного и того же знакочувстви-

тельного веса       xpxpxp  , . 

Как известно (см., например, [3, 4]), многие 

важные прямые и обратные теоремы теории при-

ближения в равномерной метрике выражаются в 

терминах одной и той же структурной характери-

стики – модуля непрерывности   ,fk  задан-

ного порядка k. Однако в случае полиномиаль-

ных аппроксимаций непрерывных функций f(x) с 

непрерывным знакочувствительным весом 

      xpxpxp  ,  (см., например, [11, 12]) роль 

такой структурной характеристики играет уже 

величина  ,, pfk       ,,,, pfpf kk  , 

в которой наряду с k -м модулем непрерывности 

функции  xf  относительно веса  xp  участвуют 

k -й равномерный модуль непрерывности   ,fk  

и модуль непрерывности самого веса  

       ,,,max, 11  ppp   0 . 

Ниже получена также оценка сверху  ,, pfi  

через  ,, pfk  для ik    Nki , . 

Теорема.   Пусть функция  xf  и знакочувст-

вительный вес       xpxpxp  ,  непрерывны 

на отрезке  ba, . Тогда для любого натурального k  

при 
k

ab

4
0


   выполняются неравенства  

   
 





k

k

k
ab

pfMMpf


 ,,, 1    (2) 

 






k

ab

kk

k dttpf
t

M
2

112 ,,
1



 , 

   
 





k

k

k
ab

pfMMpf


 ,,, 3   (3) 

  






k

ab

kk

k dttpf
t

M
2

114 ,,
1



 ,  

где  kkkM 1631  ,  22
2 3

2

1
 kkM , 

  kkkM 1643  ,  22
4 3 kkM ,  
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  














 


2
,

2

1
,

ab
pfffpfM

pp
 . 

Неравенство (3) связывает одного и того же типа 

модули непрерывности двух соседних порядков, что 

позволяет получить следующий аналог общего не-

равенства Маршо для знакочувствительных весов. 

Следствие. В условиях теоремы при каждом 

ki ,,2,1   имеет место неравенство  

  ,, pfi     (4) 

 
 

  



















 






i

ab

ik
kii

i
k dttpf

tab

pfM
A

2
1

11
,,1

1,



 ,  

где коэффициент kA  зависит лишь от k  и, как и 

выше,   














 


2
,

2

1
,

ab
pfffpfM

pp
 . 

Заметим, что в случае знакочувствительного ве-

са       xpxpxp  ,  с постоянными компонента-

ми   0 xp  и   0 xp  из неравенства (4) 

непосредственно вытекает неравенство  

  ,, pfi  

 
 

  



















 






i

ab

ik
kii

i
k dttpf

tab

pfM
A

2
1

11
,,1

1,



 , 

причем    
pp

ffpfM 
2

1
, . 

Доказательство теоремы. Пусть 
k

ab

4
0


  . 

Тогда 2
2




k

ab
, поэтому существует натуральное 

n  такое, что 

 1
2

log2 


 n
k

ab
n


.    (5)  

Фиксируем 0h  с h . Тогда из (5) получим, 

что при любом 






 


2
,

ba
ax , если 0h , и при лю-

бом 






 
 b

ba
x ,

2
, если 0h , точки hkx m2  

 nm ,,1,0   также принадлежат отрезку  ba, . 

Значит, при этих условиях имеет место равенство  

       xpfxpf k

hnk

k
h n ,

2

1
,

2
  (6) 

        











 

n

m

k

hmk

k

hkm
xpfxpf mm

1
221

,
2

1
,

2

1
1 .  

Для оценки первого слагаемого в правой части 

учтем, что по неравенству (5) имеем 

k

ab
h nn

2
22


  , 

ab

k
n 




8

2

1
1

. 

Тогда  

       



k

i

ni
k

k

i p

iki
k

k

h
ipfCfCxpfn

00
2

2,1,   

 pfMk k ,2 ,  где по принятому выше обозначе-

нию  

  














 


2
,

2

1
,

ab
pfffpfM

pp
 ; 

      k
k

k

hnk
pfMk

ab

k
xpfn ,

8
,

2

1
2











 .  (7) 

Для оценки второго слагаемого в правой части 

равенства (6) воспользуемся преобразованием 

Маршо для конечных разностей ([7]; см. также [3, 

с. 165 или 4, с. 118]):  

      






 
k

j

j

i

k
t

j
k

k
t

k
t

k tixfCxfxf
1

1

0

1
22  при  

ht m 12    nm ,,2,1  . 

Из этого равенства, переходя к срезкам    с 

умножением на  xp  и к срезкам    с умножени-

ем на  xp , получим два неравенства, почленно 

сложив которые, имеем 

        xpfxpf k

h

k

h

m
mm ,,2

22 1  

      










k

j

j

i

mk

h

j
k xphixfC m

1

1

0

11

2
21  

     


 xphixf mk

hm
11

2
21  

     









k

j

j

i

mk

h

j
k hixpfC m

1

1

0

11

2
2,1  

    
 hiphixf mmk

hm
111

2
2,21   

    









k

j

j

i

m
k

j
k pfC

1

1

0

1
1 2,,   

    
  11

1 2,2, mm
k pfi  

     


 31
1

1 212,,2 km
k

k kkpfk   

    
  11

1 2,2, mm
k pf  

   11 2,,2
8

3 
 


 m

k
k pf

kk
. 

Ясно, что функция  tpfk ,,1    не убывает 

при 






 


k

ab
t

2
,0 . 

Применив эту оценку и оценку (7), из равенства 

(6) получим  

     









 k

k
k
h pfM

ab

k
kxpf ,

8
,  

 
   


 






n

m

m
kkm

pf
kk

1

1
11

2,,
2

1

8

3
  
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  









 k

k

pfM
ab

k
k ,

8
 

 
  










n

m
kk

k

m

m

dttpf
t

k
kk

1

2

2

11
1

,,
1

2
8

3 



 . 

Отсюда и из (5) следует, что при любом 








 


2
,

ba
ax  в случае h0  и любом 








 
 b

ba
x ,

2
 в случае 0 h  выполняется не-

равенство  

     









 k

k
k
h pfM

ab

k
kxpf ,

8
,  

+
 

 






 k

ab

kk

k dttpf
t

kk 2

11

2

,,
1

4

3



 .  (8) 

Фиксируем теперь 0h  такое, что h , и 

возьмем точки 






 
 b

ba
khxx ,

2
,  в случае 0h  и 

точки 






 


2
,,

ba
akhxx  в случае 0h . Для этих 

случаев также оценим величину   xpfk
h , . 

Возьмем вспомогательные функцию  yg  и вес 

      yqyqyq  , , определяемые при  bay ,  равен-

ствами    ybafyg  ,    ybapyq   . 

Ясно, что функция  yg  и вес  yq  непрерывны 

на отрезке  ba, ; при этом fg  , pq  , 

    ,, pq  ,     ,, fg rr    0;,2,1  r  и 

для любых  bakhxx ,,   выполняется равенство  

       


khxbaqgxpf
kk

h
k
h ,1,

1
 

          


khxpxpkhxbag

kk
h

1
1  

         khxpxpkhxbag
kk

h  

1
1 . 

Следовательно, 

       


khxbaqgxpf
kk

h
k
h ,1,

1
 

    khxbagpk k
h   , .   (9) 

В случае h0  точки khxx ,  взяты из 

отрезка   






 
b

ba
,

2
,   а поэтому точки  








 


2
,,

ba
akhxbaxba . 

Значит, в неравенстве (9) для оценки 

 khxbagk
h   через обычные равномерные мо-

дули непрерывности  1k -го порядка можно при-

менить оценку Маршо для подобного расположе-

ния точек (см., например, [3, с. 166]), согласно ко-

торой получим  

   khxbagk
h  

 

















k

ab

kk

k
k

k dttg
t

k
ab

k
g

2

11
,

1
2

8
2






. 

Поэтому с учетом монотонности   ,p  для 

второго слагаемого правой части (9) имеем  

     khxbagpk k
h ,  

   









 k

k

pfk
ab

k
 ,

16
 

   






k

ab

kk

k dttptf
t

k
2

11

2 ,,
1

2


 .   (10) 

Вполне аналогично доказывается, что оценка 

(10) остается справедливой и в случае 0 h , 

если точки x  и khx  берутся на отрезке 






 

2
,

ba
a . 

Для оценки первого слагаемого правой части 

неравенства (9) к функции    yg
k 1

1


  и весу  yq  

применим полученное выше неравенство (8). Дело 

в том, что у нас в одном рассматриваемом случае 








 
 b

ba
khxx ,

2
,  и h0 , а поэтому точки 








 


2
,,

ba
akhxbaxba ; во втором же слу-

чае 






 


2
,,

ba
akhxx  и 0 h , а поэтому 








 
 b

ba
khxbaxba ,

2
, . Значит, в обоих 

случаях к функции    yg
k 1

1


  и весу  yq  приме-

нимо неравенство (8), что дает  

     












qgM

ab

k
kkhxbaqg

k
kkk

h ,
8

,1
1

    (11) 

 
 

       









k

ab

k
k

kk

k dttqtgtqg
t

kk 2

111

2

,,,,1
1

4

3



 .  

Здесь    tftg kk ,, 11   ,    tptq ,,   , 

   pfMqgM ,,  . Оценим   tqg
k

k ,,11   при 

k

ab
t

2


 . 

Пусть при t  точки    bakyy ,1,   . Тогда  

             1,1,1 11 kybapfyqg kkk  
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      
  111 kybafk  

       1kybapybap  

      
  111 kybafk  

       1kybapybap  

       tftpktpf kk ,,1,, 11    . 

Отсюда, переходя к супремумам в крайней ле-

вой части, получим  

   tqg
k

k ,,11     (12) 

        tptfktpf kk ,,1,, 11    .  

Следовательно, из (9)–(12) имеем: если h  и 

при этом точки x  и khx  берутся из отрезка 








 
b

ba
,

2
 в случае 0h  и из отрезка 







 

2
,

ba
a  в 

случае 0h , то выполняется неравенство 

     









 k

k
k
h pfM

ab

k
kxpf ,

16
3,   (13) 

 
 

 









k

ab

kk

k dttpf
t

kk 2

11

22

,,
1

2

3



 .  

Отсюда и из (8) вытекает, что неравенство (13) 

фактически выполняется при h  для всех 

 bakhxx ,,  , а значит, требуемое неравенство (2) 

получено. 

Для доказательства неравенства (3) применим 

следующее неравенство Маршо (см., например, [3, 

с. 166]):  
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справедливое при любом натуральном k  и 

k

ab

4
0


 . 

Учтем также, что  tp,  является неубывающей 

функцией относительно 0t  и, очевидно, 

   tftf kk ,, 11    . Отсюда из (2) и (14) полу-

чим второе требуемое в теореме неравенство (3):  
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Теорема доказана. 

Доказательство следствия. Пусть по индук-

тивному предположению доказываемое неравенст-

во (4) имеет место для произвольного натурального 

числа 1i  такого, что ki  11 . Докажем (4) для 

числа i . 

Из неравенства (3) в случае ik   для 

 iiiM 164  вытекает неравенство  
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при этом по допущению  
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Значит, 
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Изменив порядок интегрирования в последнем 

повторном интеграле, получим  
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Остается учесть, что ki  ,    ki
kkiiM 164164   

и параметр A  зависит лишь от k . 
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Доказываются теоремы существования слабых решений моделей Маргерра − Власова, учитывающих эволюцию 

тепла, инерцию поворота точки оболочки, внутреннее трение в оболочке. Определяются приближения Бубнова − 

Галеркина. Доказывается локальная разрешимость системы обыкновенных дифференциальных уравнений для вре-

менных коэффициентов приближений. Описываются дифференциальные свойства. Наличие энергетического со-

отношения позволяет обосновать продолжимость приближений на любой промежуток времени и получить рав-

номерные по номерам приближения оценки. С помощью соображений сильной и слабой компактности предельный 

подход позволяет получить интегральные соотношения, определяющие слабое решение. 

 

Ключевые слова: термоупругость, слабые решения, глобальные по времени оценки, слабая компактность, силь-

ная компактность, дифференциальные свойства. 

 

In this paper prove the theorem of existence of weak solutions Marguerre - Vlasov's models with the evolution of the heat, 

the inertia of the turn of the casing's point, the inner friction in the casing. It define the approximation of Bubnov - Galerkin. 

It prove the local existence the system of partial differential equations for time coefficients of approximation. We study it dif-

ferential properties. We prove with the energetic correlation the existence of approximation for the every section of a time 

and the existence of the equilibriums valuations of the approximation, which helps to prove integral correlations, defined of 

the weak solutions. 

 

Keywords: termoelastic, weak solutions, global in time estimates, weak compactness, strong compactness, differential 

properties. 

 

Рассматривается один из аспектов глобальной 

по времени разрешимости эволюционных динами-

ческих моделей механики сплошной среды – суще-

ствование слабых решений начально-краевых задач 

моделей Маргерра − Власова нелинейной теории 

колебаний пологих оболочек, учитывающих до-

полнительные физические эффекты: эволюцию те-

пла, инерцию поворота точки оболочки, внутрен-

нее трение в оболочке. Для этого используются 

средства, являющиеся развитием методов, предло-

женных в [1−3]. 

 

Начально-краевая задача 
 

Пусть оболочка проектируется на плоскую ог-

раниченную область Ω с границей Г класса С
1
. Рас-

смотрим систему уравнений 
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0||  ГГ
dn

dw
w , 0| Гr      (2) 

и начальными условиями 

)()0,( 0 xwxw  , )()0,( 1 xwxwt  , )()0,( 0 xrxr  .  (3) 
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1
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211212 xxxx wwvu  .  

Функции u, v − решения краевой задачи 
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Здесь w – поперечное перемещение; u, v – про-

дольные перемещения точки оболочки; Z, X, Y – 

составляющие массовых сил; 1k , 2k  − кривизны, 

которые считаются непрерывно дифференцируе-

мыми; ttw  определяет при γ>0 инерцию пово-

рота точки оболочки; tw2  описывает при δ>0 

внутреннее трение в оболочке; D – изгибная жесто-

кость;  μ – упругая постоянная; N1, N2, N12 − про-

дольные усилия в оболочке; ε1, ε2, ε12 − характери-

стики деформации срединной поверхности оболоч-

ки;  r − мера количества тепла. 

 

Слабые решения  

начально-краевой задачи (1)−(5) 

 

Функциональные пространства ]),0[( fi tM  , 

i=1,2,3 – это пополнения множества бесконечно 

дифференцируемых на ],0[ ft  функций, финит-

ных на Ω при каждом фиксированном t, по нормам, 

порожденным скалярными произведениями 
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Здесь ft  – момент времени, на который не на-

кладывается никаких ограничений, кроме положи-

тельности. Через ( [0, ])fM t , i=1,2,3 обозначим 

замыкания в нормах ]),0[( fi tM   множества бес-

конечно дифференцируемых на ],0[ ft
 
функций 

ω таких, что 0),,( 21 txxw , если ff ttt  , где 

δ – некоторое положительное определѐнное для w 

число. 

Слабыми решениями начально-краевой задачи 

(1)−(5) называются при δ>0 функции w и r, 

],0[(3 ftMw  , ]),0[(1 ftMr  ; при δ=0 и 

γ>0 − функции w и r, ]),0[(2 ftMw  , удовле-

творяющие интегральным тождествам 

 


'''''

0

(([ wrwwwwDwww ttt

t

t

f

  

 '
121

'
2211

'

121
)( xxx wwNwNwkNkNZw  

 


)0,()(]))( '
1

'
122 212

xwxwdtdxwwNwN xxx  

0)0,()( '
1  dxxwxw ,    (6) 

 



ft

tt dxdtrwrrkrr
0

''' )( 

 

+ 


dxxrxr )0,()( '
0 =0     (7) 

для любых функций   ]),0[(2
'

ftMw  ,  

1[( [0, ])fr M t   и начальным условиям 

2 2( ) ( )

0 0
0 0

lim (, ) lim (, )
L L

t t
w t w r t r

 

 
  .   (8) 

Слабые решения определены аналогично тому, 

как это сделано в [2, 4]. 

 

Приближения Бубнова − Галеркина 

решений начально-краевой задачи (1)−(5) 

 

Как известно, задача на собственные значения 

 2
, 0||  rr

dn

d
  в случае, когда 

3СГ  , 

имеет ограниченные производные четвертого по-

рядка и счѐтное число положительных собственных 

значений 
1
k , ......,...,2,1 11

2
1
1  nk  , стре-

мящихся к бесконечности, каждому из которых 

соответствует лишь конечное число линейно неза-

висимых собственных функций k . Собственные 

функции образуют полную ортонормированную 
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систему в )(2 L  и полную ортогональную систему 

в  )(

2

2

0

H .  

Аналогично задача на собственные значения 

  , 0| r
 
если 

1CГ  ,  имеет ограни-

ченные производные второго порядка, обладает 

счетным множеством положительных собственных 

значений 
2
k , ...,2,1k  

222
2

2
1 ...,... nk   , 

стремящихся к бесконечности, каждому из которых 

соответствует лишь конечное число линейно неза-

висимых собственных функций e . Собственные 

функции образуют полную ортонормированную 

систему в )(2 L  и полную ортогональную систему 

в )(

1

2

0

H . 

Приближения Бубнова − Галеркина для w и r 

будем искать соответственно в виде 





m

i
i

m
j

m xtatxw
1

)()(),(  , 



m

j
j

m
j

m xtbr
1

)()(  , где 

функции времени )(tam
j , )(tbm

j , i=1,…,m, опреде-

ляются как решения следующей системы обыкно-

венных дифференциальных уравнений: 


11

)(( 1
22

x
m
x

mm
t

mm
tt

m
tt wNZrwwDww   

 1112122 211222
)()()( kNwNwNwN m

x
m
x

m
x

m
x

m
x

m
x

m  

0), )(22 2
 Li

mkN  .      (9) 

)(0 2
),()0(  Lj

m
j wa  ,   )(,1 2

),()0(  Lj
m
j wa  ,  

j=1, …, m,  

0),(  j
m
t

mm
t wrkr  ,   ),()0( 0 j

m
j rb  ,   (10) 

j=1, …, m, 

где 

)()1(2 21
1

1
mmmN   

,  )()1(2 12
1

2   mN , 

1212 mN , 2
11 )(

2

1
11

m
x

mm
x

m wwku  ,  (11) 

2
22 )(

2

1
22

m
x

mm
x

m wwkv  , m
x

m
x

m
x

m
x

m wwv
2122

u12  . 

Функции 
mm vu ,  являются решениями краевой 

задачи 








 m

x
m

xxx
mm

x
m wwwku

11111
)[(

1

2

1

1
1







 

1 2 2 1 2 2 1 2 12 1
( ) ]m m m m m m m

x x x x x x x x x xk w w w w w w w X      , 








 m

x
m

xxx
mm

x
m wwwku

22222
)[(

1

2

1

1
2







  

Ywwwwwwwk m
x

m
xx

m
x

m
xx

m
x

m
xxx

m 
2211211212

])( 1  , 

0||  Г
m

Г
m vu .     (12) 

С учетом формы уравнений (9)−(12) непосред-

ственно из теоремы Коши − Пикара следует 

Теорема 1.  Пусть ))(],,0([,,  pf LtCZYX  

для некоторого p>1. Тогда найдется 00 t  такое, 

что на отрезке [0, 0t ] существуют решения 

]),0([)( 0
2 tCtam

i  , i=1, …, m, системы обыкновен-

ных уравнений с начальными условиями (8), (10). 

Теорема 2.  В условиях теоремы 1 приближе-

ния Бубнова − Галеркина имеют следующие диф-

ференциальные свойства: 

))(],,0([))(],,0([ 4
20

2
2

2

0

0
2  HtCHtCwm

, 

))(],,0([))(],,0([, 2
0

1

2

0

0   p
mm HtLHtCvu , 

))(],,0([))(],,0([ 2
20

1
1

2

0

0
1  HtCHtCrm

. 

Кроме того, если ))(],,0([, 0
1  pLtCYX

 
для 

некоторого p>1, то ))(],,0([,

1

2

0

0
1  HtCvu mm

. 

Теорема 2 локальна по времени. Для продолже-

ния приближений Бубнова − Галеркина на весь от-

резок времени  ft,0  используем энергетическое 

соотношение.  

 

Глобальные по времени, равномерные по m 

оценки приближений Бубнова − Галеркина 

 

Функционал энергии Ф для приближений Буб-

нова − Галеркина имеет следующий вид: 





 1

1
)()((

2

1
)(

2

)(,

2

)(
,

22
LL

m
tm trktwtФ  

 


),(),(2)),([( 21
2

1 txtxtx mmm  dxtxm ])),((
2

1 2
12


. 

Теорема 3.  В условиях теоремы 2 для всех 

],0[, 021 ttt   имеет место соотношение баланса 

энергии 

 


2

1

2

2

0

2

)(
,12 )(()()(

t

t
H

m
tmm twtФtФ 

 

(13) 

 





2

1

1

2

0 )u))(
2

)(
,

t

t

m
t

m
t

m
t

H

m dxdtZwYvXdttr .  

Из (13) при k>0 извлекаются глобальные по 

времени и независящие от m оценки )(),( trta m
i

m
i , 

i=1,…m, что, в частности, позволяет определить 

mw  и 
mr  на всѐм отрезке времени  ft,0  и полу-

чить равномерные оценки норм 
mw  и 

mr  в функ-

циональных пространствах. 
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Теорема 4.  В условиях теоремы 2 для всех 

Nm  и  ftt ,0  имеют место оценки 

  1СtΦm  ,  
  2

2

, Сtw
L

m
t 


,  

  320
2

, Сtw
H

m 


, 

 
 

 
  410

2
10

2

,, Сtvtu
H

m

H

m 


, 

 
 

 
  522

,, Сtvtu
pp H

m

H

m 


, 21  p , 

 
  6

2

, Сtr
Lm 


,      7,,0

10
22

Сr
HtLm

f




. 

Кроме того, если 0 , то  
  810

2

, Сtw
H

m
t 


. 

Если 0 , то  
     9

,,0
20

22

, Сtw
HtL

m
t

f




, где 

константы iС , i=1,…9 не зависят от t  и m .  

 

Существование слабых решений (1)−(5) 

 начально-краевой задачи (12) 

 

Лемма 1.  В условиях теоремы 2 из последова-

тельностей 
mw , 

mr  можно выделить подпоследо-

вательности 
1mw , 

1mr , слабо сходящиеся к некото-

рым функциям в   ftM ,01   (в   ftM ,02   

при 0  и в   ftM ,03   при 0 ) и 

  ftL ,00,1
2,2   соответственно. При этом 

     ff tLtLw ,0,0 1,0
,2

0,2
,2    при 0 , 

     ff tLtLw ,0,0 1,1
,2

0,2
,2   . 

При 0  дополнительно tw   ftL ,00,2
2,2  , 

     ff tLtLr ,0,0 0,1
2,2

0,2
,2   . 

Лемма 2.  Функция  tr ,  слабо сходится к 0r  

в  2L .  

Лемма 3.  В условиях теоремы 2 из последова-

тельности 
1mw  можно выделить подпоследователь-

ность 
2

,mw  сходящуюся к w  в     2,,0 LtC f . Дока-

зывается с помощью теоремы Арцела − Асколи.  

Доказательство аналогично тому, которое при-

ведено в [5, с. 222, 223]. 

Лемма 4.  В условиях теоремы 2 последова-

тельность 
2mw сходится к w  в     r

f HtC 2,,0  для 

всех   ,1r .  

Доказывается на основе леммы 3 с использова-

нием мультипликативных неравенств вложения 

Гальярдо − Ниренберга [6, 7]. 

Лемма 5.  В условиях теоремы 2 последова-

тельности 
2mu ,

2mv  сходятся к функциям u, v в 

    
10

2,,0 HtC f , где u, v − решения краевой зада-

чи (8), где w  указанный выше предел приближе-

ний Бубнова − Галеркина. 

 

Сходимость приближений Бубнова − Галеркина 

 к слабым решениям 

 

Пусть   ftMw ,02   . Тогда  

     





1

,
i

ii xtCtxw  . 

Положим       





1

,
i

ii
m xtCtxwP  . 

Очевидно, что wwPm   в норме 

  ftM ,02  . Умножим (8) на  tCi , просумми-

руем по i от 1 до m. Получим 

   
1

11

22

x

m

x

mm

t

m

tt

m

tt wNZrwwDww   

       1112122
1

1
1

2
2

2
kNwNwNwN m

x

m

x

m

x

m

x

m

x

m

x

m
 

    0,
2

22 
 L

mm wPkN . 

Проинтегрируем полученное соотношение по t 

от 0 до ft
 
с использованием интегрирования по 

частям. Имеем 

  


  wPwwDPwPwwPw mm
tt

m
t

t
mm

tt
mm

t

f


0

 

    11 2121 x
mm

x
mm

x
mmmm wPwNwNwZPwPr  

      


  0,121122 2
xwPxwdxdtwPwNwN m

x
mm

x
mm

x
m

 

    00,1   dxxwPxw m . 

Перейдя к пределу по m в последовательности m
2

 
с учѐтом лемм 1, 3, 4 получим (6); (7) получается 

аналогично и проще. Выполнение начальных усло-

вий (8) следует из лемм 2, 3. Тем самым доказана  

Теорема 5.  В условиях теоремы 2 существуют 

слабые в смысле (6)−(8) решения начально-краевой 

задачи (1)−(5) со следующими дифференциальны-

ми свойствами: 

           
r

fff HtCttw 2
0,1
2,

2,0
2, ,,0,0L,0L  

для всех 1r .  

При 21  p  

          
210

2 ,,0L,,0L pff HtHtu,v . 

При 2p  

          
210

2 ,,0L,,0L qff HtHtu,v  

для всех 2q . 

 При 0
  

  ftw ,0L1,1
2,   . 
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При 0    ftw ,0L2,1
22,  . 

Кроме того,      ff tLtLr ,0,0 0,1
2,2

0,2
,2   . 

Сформулируем окончательный результат. 

Теорема 6.  Пусть граница области   
3С  

и имеет ограниченные производные четвѐртого 

порядка.   20
20 Hw ,   10

21 Hw ,  0,X , 

    pLY 0, ,   fp tLYX ,0, 1,0
1,  , 1р , 

  ftLZ ,02  .  Тогда существуют слабые в 

смысле (6)−(8) решения начально-краевой задачи 

(1)−(5) с дифференциальными свойствами, описан-

ными в теореме 5. 
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Рассмотрены сети, в которых для каждой вершины определена величина потери потока. Особенность таких 

сетей состоит в том, что в связи с потерями в некоторых вершинах величина потока, исходящего из стока, 

вообще говоря, не равна величине потока, входящего в сток. Для таких сетей рассмотрены два варианта задачи 

поиска максимального потока:  при условии максимизации потерь и при условии  их минимизации. Для каждого из 

предложенных вариантов разработаны алгоритмы их решения. 

 

Ключевые слова: ориентированные сети, потоки в сетях, максимальный поток, потери потока, максимизация 

потерь, минимизация потерь.  

 

We consider a network with some properties: each vertex has an additional characteristic - quantity flow losses. The 

peculiarity of such networks is that due to loss in some vertexes, the value of the flow is coming from the source can be not 

equal to the flow entering into the target. For such networks, the problem of maximizing of losses and the problem of 

minimizing of losses are considered. Algorithms of their decision are developed for each of the offered problems. 

 

Keywords: oriented  networks, flows in  networks, maximal flow, losses of flow, maximizing of losses, minimizing of 

losses. 

 
Настоящая работа посвящена исследованию 

задачи нахождения максимального потока в се-

тях с потерями потока. Сеть с потерями потока 

представляет собой ориентированную сеть, в 

вершинах которой может происходить потеря 

потока. Для таких сетей величина исходящего 

потока, вообще говоря, не равна величине прихо-

дящего, поэтому находить максимальный поток, 

учитывая эту особенность, классическими мето-

дами не представляется возможным. Стоит отме-

тить, что данная задача не является переформу-

лировкой задачи нахождения потока в сетях с 

несколькими стоками, так как потери в вершинах 

задают приоритет насыщения дуг в сети, которо-

го нет в задаче с несколькими стоками. Напри-

мер, если мы не хотим много терять, то будем 

стараться насыщать сеть в обход вершин, где мо-

гут быть потери. Рассматриваемая модель возни-

кает при моделировании некоторых процессов в 

сетях. Примером может быть сеть, по которой 

транспортируются какие-нибудь ресурсы, а в уз-

лах такой сети происходят потери транспорти-

руемых ресурсов. 

Так как найти максимальный поток в сети с по-

терями классическими методами нельзя, то реше-

ние данной задачи будем искать в два этапа: снача-

ла отразим потери на графе нужным образом, далее 

воспользуемся классическими алгоритмами нахож-

дения максимального потока. Подобный подход 

используется для решений задач на нестандартную 

достижимость на графе. Задачи нахождения пото-

ков в сетях с нестандартной достижимостью под-

робно рассматривались в работах [1–6]. Основной 

подход к решению таких задач – построение вспо-

могательного графа 'G , который отражает особен-

ности достижимости, и нахождение на нем макси-

мального потока. 

В настоящей работе рассмотрены две задачи на-

хождения максимального потока в сети с потерями: 

при условии максимизации и при условии миними-

зации потерь сети. В первой будем применять под-

ход, согласно которому сначала построим вспомога-

тельный граф 'G , который будет отражать потери 

потока, а затем найдем классический максимальный 

поток одним из известных способов. Во второй за-

даче введем понятие стоимости дуг и, некоторым 

способом распределив стоимости, будем находить 

mailto:pdvaskor@yandex.ru
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максимальный поток минимальной стоимости. Сто-

ит отметить, что задача максимизации потерь реша-

ется проще, чем задача минимизации потерь. 

Сети с потерями потока в вершинах 

Рассмотрим сеть ( , , )G X U f  – связный ориенти-

рованный граф с двумя выделенными вершинами: 

источником s и стоком t. В классическом случае 

потоком в сети называется функция :F U R , 

обладающая свойствами ограниченности и нераз-

рывности (см. [7] ), т.е. 

[ ] [ ]

( ) = ( );

0 ( ) ( ).

u x u x

x X F u F u

u U F u c u

  

 


    

 
 

Здесь и далее через [ ]x   будем обозначать мно-

жество дуг, входящих в вершину x , а [ ]x   – мно-

жество дуг, исходящих из вершины x. 

Рассмотрим сеть ( , , )G X U f , для каждой вер-

шины x которой задана неотрицательная величина 
: [0, )X    – максимально возможная потеря 

потока в этой. Всюду далее будем полагать, что 

( ) ( ) 0s t   , т.е. потери в источнике и стоке рав-

ны нулю. В такой сети будем рассматривать потоки 

с потерями в вершинах, т.е. функции :F U R  со 

следующими свойствами: 

[ ] [ ]

( ) = ( ) ( )

u x u x

x X F u F u a x
  

    ,  

0 ( ) ( )u U F u c u    ,    (1) 

где 
[ ]

( ) = min ( ), ( )

u x

a x x F u


  
 
  

  – величина потери 

потока в вершине x. Заметим, что 0 ( ) ( )a x x  . 

Определение 1. Сеть ( , , )G X U f , в которой рас-

сматриваются потоки только с предложенными 

свойствами, будем называть сетью с потерями в 

вершинах.   

Отметим, что в сети с потерями в вершинах 

( )sv F  – величина потока F, исходящего из источ-

ника, – вообще говоря, не будет равна ( )tv F  – ве-

личине потока F, приходящего в сток. 

Определение 2. Максимальным потоком в сети 

( , , )G X U f  с потерями в вершинах будем называть 

поток F, удовлетворяющий условию (1) и макси-

мальный по величине ( )sv F . 

Для удобства везде далее будем полагать, что 

множество вершин разбито на два подмножества: 

= l oX X X , где = { | ( ) > 0}lX x X x , и = \o lX X X . 

Пример 1. Рассмотрим сеть G с потерями в 

вершинах (рис. 1). Возле каждой дуги указана ве-

личина пропускной способности. Считаем, что ка-

ждая закрашенная вершина принадлежит множест-

ву 
oX , а каждая незакрашенная − множеству 

lX  

(величина ( )x  указана внутри вершин). У данной 

сети дуги 
1 7{ , , }u u  и вершины обладают следую-

щими свойствами: 
1 1( ) = ( , )f u s x , 

1( ) = 3c u ; 

2 1 3( ) = ( , )f u x x , 
2( ) = 3c u ; 

3 1 2( ) = ( , )f u x x , 
3( ) = 2c u ; 

4 1 4( ) = ( , )f u x x , 
4( ) = 1c u ; 

5 2 4( ) = ( , )f u x x , 
5( ) = 2c u ; 

6 3 4( ) = ( , )f u x x , 
6( ) = 3c u ; 

7 4( ) = ( , )f u x t , 
7( ) = 2c u ; 

2( ) =1x , 
3( ) = 2x . 

 
Рис. 1. Сеть G с потерями в вершинах 

 

Задача о максимизации потерь в сети 

 

Рассмотрим задачу нахождения потока макси-

мальной величины в сети с потерями в вершинах, 

удовлетворяющего условию (1), для которого сум-

марная величина потери потока максимальна, т.е.  

( ) max
x X

l

a x


 .    (2) 

Поскольку максимальный поток с потерями в 

сети может быть не единственным, то решение по-

ставленной задачи классическими методами пред-

ставляется довольно затруднительным. 

Поэтому для ее решения будем использовать 

вспомогательный граф ( , , )G X U f    , на котором 

найдем поток, обеспечивающий выполнение усло-

вия (2) для исходного графа. Далее определенным 

образом перенесем найденный поток на исходный 

граф и продолжим нахождение максимального по-

тока на G, являющегося решением задачи. Алго-

ритмы нахождения классического максимального 

потока описаны в работах [7, 8] . 

Вспомогательный граф G  будем строить по 

исходному графу G  следующим образом: на ис-

ходном графе добавляем вершину 
tx , которая бу-

дет новым стоком, затем для каждой вершины x, 

такой что lx X , добавляем дугу  
xu , такую что 

( ) = ( , )x tf u x x . Пропускную способность каждой 

добавленной дуги xu  будем полагать равной вели-

чине ( )x . 

Пример 2. Рассмотрим граф G на рис. 2а. Вспо-

могательный граф G  показан на рис. 2б. 
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Рис. 2. Исходный граф G (а) и вспомогательный граф G  (б) 
 

Теорема 1.  Решение задачи нахождения мак-

симального потока при условии (2) может быть 

найдено при помощи следующего алгоритма. 

Алгоритм 1. Шаг 1. Находим максимальный 

поток F   в сети G  из s в 
tx . 

Шаг 2. Полученный поток F   переносим на ис-

ходную сеть G  следующим образом: u U U    
( ) := ( )F u F u  . 

Шаг 3. Пока это возможно, продолжаем насы-

щение сети G потоком из s в t.  Таким образом бу-

дет найден поток F, который является решением 

рассматриваемой задачи нахождения потока в ис-

ходной сети G c потерями в вершинах при условии 

максимизации потерь (2).   

Доказательство. Условие (2) означает,  что не-

обходимо пропустить поток в первую очередь че-

рез вершины, в которых происходит потеря потока 

(т.е 
lx X ). Таким образом, весь поток, который 

можно максимально потерять, будет потерян. 

Рассмотрим результат выполнения шага 1. Для 

любой достроенной дуги 
xu  графа G  возможны 

две ситуации: 

1. Еѐ пропускная способность равна величине 

потока (т.е. ( ) = ( )x xc u F u ). Это означает, что через 

вершину x пропущен поток величины ( )x . Зна-

чит, поток F , найденный в процессе выполнения 

шага 2, насыщает граф G таким образом, что вели-

чина ( ) = ( )a x x  (т.е фактическая потеря равна 

максимально возможной для вершины x). 

2. Еѐ пропускная способность больше величины 

потока ( ( ) > ( )x xc u F u ). Это означает, что через вер-

шину x пропущен поток, меньший ( )x . Следова-

тельно, минимальный разрез графа G  не содержит 

дуги 
xu . Поток F , найденный в процессе выпол-

нения шага  2, насыщает граф G таким образом, что 

через данную вершину x невозможно пропустить 

никакого потока на этапе 3. 

Таким образом, в результате выполнения шага 2 

на исходном графе G получен поток с потерями, 

удовлетворяющий одновременно и условию (1), и 

условию (2). Однако этот поток вообще говоря не 

является максимальным. 

Насыщение сети G потоком из вершины s в вер-

шину t на шаге 3 для каждой вершины x не меняет 

величины ( )a x . Это означает, что условия (1) и (2) 

для результирующего потока F выполнены и при 

этом поток F с потерями является максимальным. 

Теорема доказана. 

Вычислительная трудоемкость алгоритма 1 оп-

ределяется трудоемкостью нахождения максималь-

ного классического потока и в данном случае огра-

ничена величиной 2( * )O n m  [9], где | |n X , | |m U . 

Пример 3. Рассмотрим сеть  G  с потерями по-

тока в вершинах (рис. 3). Дуги  
1 7{ , , }u u  и верши-

ны обладают свойствами такими же, как и в приме-

ре (1). 

 
Рис. 3. Исходная сеть G 

 

Построим вспомогательный граф G  (рис. 4). 

 

 
Рис. 4. Вспомогательная сеть G  

 

Выполним действия этапа 1. Полученный поток 

показан на рис. 5.  

Заметим, что для вершин 
2x  и 

3x  
2 2

( ) = ( )x xc u F u  

и 
3 3

( ) = ( )x xc u F u . Это означает, что через эти вер-

шины пропущен поток величины 
2( )x  и 

3( )x  

соответственно, т.е. потери в данных вершинах яв-

ляются максимально возможными. 
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. 

Рис. 5. Поток в сети G  после выполнения этапа 1 

 

Выполним действия этапа 2. Перенесем найден-

ный на предыдущем этапе поток на исходный граф 

G (рис. 6). 

 
 

Рис. 6. Поток в сети G после выполнения этапа 2 

 

Выполним действия этапа 3. Найдем макси-

мальный поток на графе G. Заметим, что поток, 

показанный на рис. 6, максимальной величины. 

Следовательно, окончательное решение задачи на-

хождения максимального потока в сети G c поте-

рями в вершинах уже найдено. 

 

Задача о минимизации потерь в сети 

 
Рассмотрим задачу нахождения потока макси-

мальной величины в сети с потерями, в вершинах 

удовлетворяющего условию (2), для которого сум-

марная величина потери потока минимальна, т.е.  

( ) min
x X

l

a x


 .    (3) 

Для поиска такого максимального потока F на 

графе G, что выполняется условие (3), будем при-

менять алгоритм 2, основанный на алгоритме на-

хождения максимального потока минимальной 

стоимости [9]. Для этого с каждой дугой u U  

свяжем величину ( )b u  – стоимость прохождения 

по ней единицы потока. 

Теорема 2.  Решение задачи нахождения мак-

симального потока при условии (3) может быть 

найдено при помощи следующего алгоритма.   

Алгоритм 2. Шаг 1. На исходной сети G для 

любой вершины x, такой что lx X , величину 

стоимости ( )b u  для каждой дуги u, входящей в x, 

полагаем равной ( ) = min{ ( ), ( )}b u c u x . Для всех 

остальных дуг стоимость полагаем равной нулю. 

Шаг 2. Выполняем одну итерацию алгоритма 

нахождения максимального потока минимальной 

стоимости при условии, что искомый поток на дан-

ной итерации будет единичной величины. В ре-

зультате такой итерации получим увеличивающую 

цепь 
1= { , , }ku u  . Для нее определим величину 

насыщения 
=1, ,

( ) = ( ( ) ( ))min i i
i k

e c u F u 


. 

Шаг 3. Если такой цепи не найдено, то делаем 

вывод, что поток F является максимальным и алго-

ритм заканчивает работу. 

Шаг 4. Введем в рассмотрение величину a  − 

фактические потери потока при насыщении цепи 

 . Положим = 0a  (так как насыщение по най-

денной цепи не происходило, а значит, потерь не 

было). 

Шаг 5. Произведем насыщение сети G потоком 

по найденной цепи, причем делать это будем по-

следовательно для каждой дуги этой цепи, начиная 

с первой. 

Рассмотрим дугу = ( )iu i  [1; ]Ni k  . Если ее 

стоимость равна нулю ( ( ) = 0)ib u , то выполняем на-

сыщение следующим образом: ( ) := ( ) ( )i iF u F u e a  , 

иначе выполняем следующую последователь-

ность действий:   ( ) := ( ) ( )i iF u F u e a  ,  

:= min( ( ), ( ) )a a x e a     ,  ( ) := ( )x x a   . 

Шаг 6. Возвращаемся к шагу 1.   

Доказательство данной теоремы следует из 

обоснования алгоритма поиска максимального по-

тока минимальной стоимости и доказательства тео-

ремы 1. 

Вычислительная трудоемкость алгоритма 2 оп-

ределяется трудоемкостью нахождения максималь-

ного классического потока минимальной стоимо-

сти и в данном случае ограничена величиной 
3( * )O n m  (см. [9]), где | |n X , | |m U . 

Пример 4. Рассмотрим сеть с потерями, приве-

денную на рис. 7, дуги и вершины которой облада-

ют такими же свойствами, как и в примере (1). 

 
 

Рис. 7. Исходная сеть 

 

На рассматриваемой сети для поиска макси-

мального потока такого, что выполняется условие 

(3), применим алгоритм 2: 
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Итерация 1. 
1.1. Стоимости дуг устанавливаются следую-

щим образом: 
1( ) = 0b u , 

2( ) = 2b u , 
3( ) = 1b u , 

4( ) = 0b u , 
5( ) = 0b u , 

6( ) = 0b u , 
7( ) = 0b u . 

1.2. В сети G находим увеличивающую цепь 

1 4 8= { , , }u u u  минимальной стоимости (в качестве 

последовательностей вершин: 
1 4: s x x t    ), 

при этом ( ) = 1e  . 

1.3. Полагаем фактические потери равными ну-

лю (т.е := 0a ). 

1.4. Произведем насыщение сети G по цепи  . 

Рассмотрим первую дугу пути  : 
1(1) = u . 

Поскольку 
1( ) = 0b u , выполняем насыщение 

1 1( ) := ( ) ( ) =F u F u e a  0 1 0 =1  . 

Рассмотрим вторую дугу пути   : 
4(2) = u . 

Поскольку 
4( ) = 0b u , выполняем насыщение 

4 4( ) := ( ) ( ) = 0 1 0 =1F u F u e a    . 

Рассмотрим третью дугу пути  : 
7(2) = u . 

Поскольку 
7( ) = 0b u , выполняем насыщение 

7 7( ) := ( ) ( ) = 0 1 0 =1F u F u e a    . 

Итерация 2. 

2.1. Поскольку на предыдущей итерации ни од-

на из величин ( )x  не изменилась, то величины 

( )b u  остались прежними. 

2.2. В сети G находим увеличивающую цепь 

1 3 5 7={ , , , }u u u u  минимальной стоимости (в качестве 

последовательностей вершин: 
1 2 4: s x x x t     ), 

при этом ( ) = 2e  . 

2.3. Полагаем фактические потери равными ну-

лю (т.е := 0a ). 

2.4. Произведем насыщение сети G по цепи  . 

Рассмотрим первую дугу пути  : 
1(1) = u . 

Поскольку 
1( ) = 0b u , выполняем насыщение 

1 1( ) := ( ) ( ) = 1 2 0 = 3F u F u e a    . 

Рассмотрим вторую дугу пути  : 
3(2) = u . 

Поскольку 3( ) = 0b u  , выполняем следующие 

действия:  

3 3( ) := ( ) ( ) = 0 2 0 = 2F u F u e a    , 

:= min{1,2} = 0 1 = 1a a    , 

2 2( ) := ( ) = 1 1 = 0x x a    . 

Рассмотрим третью дугу пути  : 
5(3) = u . 

Поскольку 5( ) = 0b u , выполняем насыщение 

5 5( ) := ( ) ( ) = 0 2 1 = 1F u F u e a    . 

Рассмотрим четвертую дугу пути  : 
7(4) = u . 

Поскольку 
7( ) = 0b u , выполняем насыщение 

7 7( ) := ( ) ( ) =1 2 1 = 2F u F u e a    . 

Итерация 3. 

3.1. Произведем пересчет стоимости дуг сле-

дующим образом: 
3( ) = 0b u , остальные стоимости 

не изменились. 

Поскольку на полученном графе G невозможно 

построить ни одну увеличивающую цепь  , алго-

ритм 2 заканчивает работу. Полученный поток 

представлен на рис. 8. 

 
Рис. 8. Найденный поток 

 

Замечание 1.   Если в описании алгоритма 2 на 

шаге 2 пропускную способность насыщающей цепи 

  вычислять по формуле 

2
=1, ,| | =1

( ) = min ( ) ( ), (( )( ))min

i

i i j
i j

c c u F u p f u


 
   

  
   




 ,     (4) 

то количество итераций при применении алгоритма 

сократится.  

Это произойдет по той причине, что цепь  , 

пропускная способность которой вычислена по 

формуле (4), будет полностью насыщена, тогда как 

при строгом применении алгоритма насыщение 

некоторых цепей разбивается на два этапа: насы-

щение с потерями и насыщение без потерь. Данная 

ситуация представлена в примере 4 – итерации 2 и 

3, а также итерации 4 и 5. 

Авторы выражают благодарность своему учите-

лю Я.М. Ерусалимскому за поддержку и постоян-

ное внимание к их научной работе. 
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Построены квадратурные формулы для сингулярных интегралов с ядром типа Коши, близкие по точности к га-

уссовским. Алгебраическая степень точности равна 2n. Но она характерна тем, что в процессе увеличения n при 

переходе от данного n=n1  к последующему n=n1+1 требуется перевычисление значений функции ( )t , но не во всех 

узлах квадратуры, а только в их части. Кроме этого, если обычные квадратурные формулы для сингулярных инте-
гралов имели наивысшую степень точности только тогда, когда параметр сингулярности являлся корнем присое-
диненной функции Лежандра второго рода, то для построенных квадратурных формул существует более широкое 
множество значений параметра сингулярности. Такими множествами являются корни многочленов Чебышева 
первого и второго рода. 

 
 Ключевые слова: сингулярный интеграл с ядром Коши, квадратурная формула, чебышевский вес, гауссовская 

точность. 
 
Quadrature formulas for singular integrals with the Cauchy kernel, similar in accuracy to the Gaussian ones, were con-

structed. The algebraic degree of accuracy is 2n. But it is characterized by the fact that in the process of n increase in the 

transition from the present n=n1  to the next n=n1+1 it is necessary to re-calculate the value of function ( )t , however, not in 

all nodes of the quadrature but only in part of them. In addition, if the usual quadrature formulas for singular integrals have 
the highest degree of accuracy, it is only when the singularity parameter was the root of the associated Legendre function of 
the second kind, the wider range of singularity parameter values exists for the constructed quadrature formulas. These sets 
are the roots of the Chebyshev polynomials of the first and second kinds. 

 
Keywords: singular integral with Cauchy kernel, quadrature  formula, Chebyshev weight, Gauss accuracy. 
 

Общая постановка задачи и еѐ актуальность 
 

В существующей ныне литературе, относящейся 
к вопросу теории квадратурных формул для сингу-
лярных интегралов с ядром Коши, значительный 
интерес представляют квадратурные формулы Га-
усса для таких интегралов (см., напр., [1, 2]). В со-
ответствующих работах этого направления показы-
вается, что достижение гауссовской степени точно-
сти в случае сингулярных интегралов вида  

1

1

1 ( )
( ) ( 1 1)

t
t dt x

t x










  
 ,    (1) 

где ( )t  – заданная на [−1,+1] конкретная сумми-

руемая (обычно знакопостоянная) функция; ( )t  – 

произвольная функция из некоторого класса глад-
ких функций, возможно при определенном выборе 

значений параметра сингулярности x . А именно в 

общем случае предполагается, что значениями x  

являются нули так называемых присоединенных 
функций, или функций второго рода (см., напр., 
[3]). К часто встречающимся в приложениях сингу-
лярным интегралам вида (1) обычно относятся ин-

тегралы с весовыми функциями (1 ) (1 )p qt t   

( , 1)p q    (см., напр., [2, 4 − 6]). Как подтвержда-

ется упомянутыми и рядом других работ, сингу-
лярные интегралы с такими весовыми функциями 
имеют применение в контактных задачах теории 
упругости, в том числе в теории трещин. 

К наиболее приемлемому подходу к вычисле-
нию (приближенно) интегралов 

1

1

1 ( )
(1 ) (1 ) ( 1 1)p q t

t t dt x
t x









    
   (2) 

при произвольных значениях x  из рассматривае-
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мого интервала следует отнести применение к (2) 

квадратурных формул для сингулярных интегра-

лов, основанных на аппроксимации функции ( )t  

ее интерполяционными полиномами, построенных 

по корням ортогональных на отрезке [−1, +1] по 

весу (1 ) (1 )p qt t   полиномов. К основным вопро-

сам в направлении исследования и приложения по-

строенных на такой основе квадратурных формул 

относятся такие вопросы, как оценка их погрешно-

сти на различных классах функций ( )t , сходи-

мость на возможно широких классах плотностей 

( )t , влияние ряда локальных свойств последних 

на поведение их остаточных членов, а также влия-

ние вычислительных погрешностей (округления, 

наследственных) и т.п. Отметим также, что при 

конструировании на такой основе квадратурных 

формул определенного внимания требует  вычис-

ление независящих от   стандартных интегралов  
1

1

1 (1 ) (1 )
( , 1)

p qt t
dt p q

t x





 
 

 , точное вычисление 

которых для ряда значений ,p q  возможно метода-

ми теории функций комплексного переменного (см. 

также [7]). В общем случае эти интегралы могут 

быть вычислены приближенно с любой заданной 

степенью точности. Тем самым в случае заданных 

точно (или с большой точностью) исходных дан-

ных (плотностей сингулярных интегралов) можно, 

по-видимому, утверждать определенную вычисли-

тельную эффективность известных ныне многих 

квадратурных формул. Тем не менее следует упо-

мянуть о связанных с практическими приложения-

ми задачах с приближенными исходными данными 

(например, когда эти данные определяются на ос-

нове эксперимента). Так, к примеру, может обсто-

ять дело при численном решении определенных 

классов сингулярных интегральных уравнений, 

относящихся к некоторым задачам физики (см., 

напр., [8]), когда значения ядра рассматриваемого 

интегрального уравнения определяются путем экс-

перимента с последующим сравнением результатов 

вычислений на различных шагах. При возникнове-

нии такого рода ситуаций наиболее эффективным 

представляется применение к аппроксимации син-

гулярных интегралов квадратурных формул такой 

структуры, чтобы в возможно нужном процессе 

последовательного увеличения числа узлов квадра-

туры найденное на данном шаге значение ядра 

уравнения могло быть использовано вторично при 

последующем значении числа узлов. С этой целью 

представляется полезным рассмотрение квадратур-

ных формул для сингулярных интегралов, построе-

ние которых будет основано на применении в каче-

стве интерполяционных узлов совокупности нулей 

двух ортогональных по данному весу (1 ) (1 )p qt t   

полиномов последовательных степеней (n и 1n ). 

Очевидно, что такие квадратурные формулы могут 

быть построены теми же способами, что и упомя-

нутые выше, и имеют алгебраическую степень точ-

ности 2n. 

В [9] изучен случай 
2

1
 qp  и построены 

квадратурные формулы 
1

2
1

1 ( )

1 ( )

t dt

t t x




  


1

1




n



 


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1

1 1

11 )()(n

k nk

nn

xx

xTxU
1( )k nx 

− 

1

1

( ) ( )1
( )

n
n n

k n

k k n

T x U x
x

n x x
 






 ,   где 

 
2

sin( 1)arccos
( )

1
n

n x
U x

x





, ( ) cos arccosnT x n x  –  

ортогональные многочлены Чебышева. 

В настоящей заметке мы будем рассматривать 

случаи 
2

1
 qp , т.е. интеграл вида 

1

2

1

1 ( )
( ; ) 1

t
S x t dt

t x







 
 .   (3) 

Согласно сказанному выше, построение интере-

сующей нас в данном случае квадратурной форму-

лы для интеграла (3) основывается на аппроксима-

ции функции ( )t  интерполяционным многочле-

ном, построенным по значениям ( )t  в узлах, пред-

ставляющих нули многочлена )()( 1 tUtU nn  , где 

)(tUn  
и )(1 tUn  – чебышевские многочлены вто-

рого рода степени ,n 1n . 

 

Построение квадратурной формулы  

по узлам нулей полинома )()( 1 tUtU nn   

 

С целью построения оговоренного выше интер-

поляционного полинома обозначим через 
n
kknx 1}{   

и 
1
11}{ 


n
kknx  нули полиномов )(tUn , )(1 tUn  соот-

ветственно. В первую очередь нам нужно найти 

детальное выражение значений 

1[ ( ) ( )]n n t x
kn

U t U t 
 ,   1

1
[ ( ) ( )]n n t x

kn
U t U t 


 . 

Имеем 

1[ ( ) ( )]n n t x
kn

U t U t 
 = )()( 1 knnknn xUxU 

 ,  

1
1

[ ( ) ( )]n n t x
kn

U t U t 


 = )()( 111 


knnknn xUxU .  (4) 

Используя далее представления  

2

sin( 1)arccos
( )

1
n

n t
U t

t





 и 

1
cos




n

k
xkn


, можно на 

основе (4) убедиться в справедливости равенств 
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1[ ( ) ( )]n n t x
kn

U t U t 
 =

2

1

sin
1

n

k

n








, 

1
1

[ ( ) ( )]n n t x
kn

U t U t 


 =
2

2

sin
2

n

k

n







. 

Применяя указанные соотношения, для искомо-

го интерполяционного многочлена 
2 ( ; )nL t

 
полу-

чим представление 

2 1( ; ) ( ) ( )n n nL t U t U t      (5)

 
2 2

1

1

1 1 1

sin sin
1 11 2( ) ( )

1 2

n n

kn kn

k kkn kn

k k

n nx x
n t x n t x

 

 




  

 
     

    
 

  . 

Подставляя (5) в (3) вместо ( )t , получаем при-

ближенную формулу 
1

2

1

1 ( )
1

t
t dt

t x






 

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2 2 1

1 1
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sin ( ) 1
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n
n n

kn

k kn

U t U tk
x t dt

n n t x t x







 
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   
   

11
2 2 1

1

1 11

( ) ( )1 1
sin ( ) 1

2 2 ( )( )

n
n n

kn

k kn

U t U tk
x t dt

n n t x t x











 

 
   
  . 

Следовательно, построение указанной квадра-

турной формулы сводится к вычислению интегра-

лов вида 
1

2 1

1

( ) ( )1
1

( )( )

n n

kn

U t U t
t dt

t x t x






  , 

1

2 1

11

( ) ( )1
1

( )( )

n n

kn

U t U t
t dt

t x t x






  .   (6) 

Это может быть осуществлено с учетом ортого-

нальности системы полиномов )}({ tUn  по весу 

21 t  применением ряда формул, относящихся к 

взаимосвязи этих полиномов с полиномами Чебы-

шева первого рода )}({ tTn . В частности, очевидно, 

что определение первого из этих интегралов может 

быть основано на вычислении двух интегралов 
1

2 1

1

( ) ( )1
1 n nU t U t

t dt
t x






 ,

 
1

2 1

1

( ) ( )1
1 n n

kn

U t U t
t dt

t x





 ,     (7) 

причем второй интеграл в (7) заведомо равен нулю 

в силу ортогональности на [ 1, 1]  системы полино-

мов { ( )}nU t  по весу 21 t . Преобразуем первый 

интеграл в (7) к виду      
1 2

1

1

( ) 1 ( )n nU x t U t
dt

t x







  

1

2 1

1

( )[ ( ) ( )]1
1 n n nU t U t U x

t dt
t x






 

  

и воспользуемся упомянутым выше свойством ор-

тогональности. Получим, что второе слагаемое 

равняется нулю, а первое вычисляется по известной 

в теории ортогональных многочленов [3] формуле 
1 2

1

2

1

1 ( )1
( )n

n

t U t
dt T x

t x







 

 , где 
2 ( )nT x

 – много-

член Чебышева первого рода степени 2n . 

Аналогично поступаем с интегралами, содер-

жащими множители вида 
1

1)( 
 knxt  (вторые ин-

тегралы из (6)) 
1

2 1
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( ) ( )1
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Согласно замеченному выше, рассмотрению 

подлежит второй интеграл в правой части. Преоб-

разуем его  
1

2 1
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1 n n

kn

U t U t dt
t
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Используя квадратурную формулу Гаусса (см. [5, 

6]), получаем   
1

2 1
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. 

В результате окончательно приходим к квадра-

турной формуле вида        
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t
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Но   
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11 xTxU
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, 

где cosx  . 

Поэтому итоговая формула  
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Формула (8) обладает упомянутым выше вы-

числительным свойством, выражающимся в ее эф-

фективности при переходе от данного значения n к 

последующему. Однако естественный интерес 

представляет вопрос о достижимости возможно 

более высокой степени точности формулы с воз-

можно меньшим числом узлов. Это заведомо свя-

зано с задачей надлежащего выбора в (8) значений 

параметра сингулярности x  из данного интервала. 

Оценка погрешности даѐтся теоремой. 

Теорема.  Если плотность ( )t  имеет непре-

рывные производные до 1r -го ( 1r ) порядка, а 
( )r  удовлетворяет условию Гельдера с показате-

лем (0 1)   , тогда имеет место неравенство 
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Для доказательства разделим отрезок   1, 1   

на n  частей точками 1x h    , 
n

h
2

 , 

n,,1,0  , и пусть    rt H  . Разложим  t  

в ряд Тейлора в окрестности точки x ,  
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Учитывая, что квадратурная формула (8) точна 

для всех многочленов степени n2 , для остатка 

квадратурной формулы получим  
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Используя условие Гельдера  

   ( ) ( )r ru x A u x Ah
 

      , после не-

сложных преобразований получим оценку (9). 

О квадратурных формулах, близких по точности  

к гауссовским для сингулярных интегралов 
 

Как было указано, построение квадратурной 

формулы вида (8) было осуществлено по опреде-

ленному процессу аппроксимации плотности ( )t , 

при котором возможно заведомое утверждение 

точности полученной данным способом квадратур-

ной формулы для любого многочлена степени n2  

при значениях ( 1, 1)x  . При этом можно распо-

рядиться о таком выборе значений параметра x в 

указанных пределах, чтобы соответствующая квад-

ратурная сумма содержала бы по возможности 

меньшее количество слагаемых (т.е. значений 

плотности ( )t  в узлах). Как известно, таковыми 

являются прежде всего уже известные квадратур-

ные формулы Гаусса. Однако, как уже было огово-

рено, максимальное число значений параметра х и 

тем самым соответствующих им формул, при кото-

рых достижение такой степени точности осущест-

вимо, в известном смысле невелико (в основном на 

единицу меньше числа узлов самой квадратурной 

формулы). С этой точки зрения может быть естест-

венным вопрос о возможности построения другого 

вида квадратурных формул с такой же алгебраиче-

ской точностью по возможности с наименьшим при 

этом (однако заведомо большим, чем в гауссовых 

формулах) числом ординат. Некоторые такие фор-

мулы (как и сами известные формулы Гаусса) мо-

гут быть получены, как определенные частные слу-

чаи общей формулы (8) надлежащим выбором зна-

чений x  в этой формуле. Ниже приводятся некото-

рые такие формулы. 

1. Подчиним параметр х условию 
2 ( ) 0nT x  , т.е. 

значения х представляют нули многочлена Чебы-

шева первого рода 
2

1

)0(

2}{ 



n

vvnx . В данном случае 

вторая сумма в (8) обращается в нуль, т.е. мы бу-

дем иметь квадратурную формулу вида 

2
1 1

2

1(0) (0)
12 1 21

sin
1 ( ) 1 21 ( )

2

n

kn

kvn kn vn

k

t nt dt x
nt x x x











  

 
 
 , 

( 1,2,..., 2)v n  , что представляет известную в ли-

тературе квадратурную формулу Гаусса [6] с чис-

лом узлов n+1. 

2. Будем считать, что значениями параметра x  

являются нули многочлена ( )nU x . Тогда первая 

сумма в (8) отличается от соответствующей в пре-

дыдущем случае тем, что вместо чисел }{ )0(
2vnx  бу-

дут присутствовать нули многочлена )(xUn , кото-

рые обозначим через }{ )1(
vnx . Во второй сумме, если 

считать, что 0v  – одно из значений ),1( nvv  , все 
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отличные от содержащих в себе узел 
)1(

0nvx  ее сла-

гаемые исчезают, и в результате мы приходим к 

квадратурной формуле вида 

0 0

2
1 1

2

1(0) (1)
1 11

sin
1 ( ) 1 21 ( )

2

n

kn

kv n kn v n

k

t nt dt x
nt x x x











 

  
 
  

0 0 0

2 (1) (1) (1)0

2

1
sin ( ) ( ) ( )

1 1
n v n n v n v n

v
U x T x x

n n





 

.  (10) 

Она, как и предыдущая формула, имеет гауссов-

скую алгебраическую точность и отличается от 

известной гауссовской квадратурной формулы (для 

сингулярных интегралов) лишь присутствием по-

следнего слагаемого в квадратурной сумме (10). 

3. Рассмотрим случай определения параметра x 

согласно условию 
1 1( ) ( ) 0n nU x T x    (или 

2( ) ( ) 1 0n nU x T x   ). Можно взять 
)1(

1 vnxx , т.е. ко-

рень уравнения 
1( ) 0nT x  . Тогда получается сле-

дующая квадратурная формула: 
1

2

(1)

11

1 ( )
1

vn

t
t dt

t x






 


 
2

(1) (1)

1 2 1

(1)
1 1

sin
( ) ( ) 1 ( )

1

n
n vn n vn

kn

k vn kn

k

U x T x n x
n x x



  

 


 

 . 

4. Если взять 
)0(

1 vnxx , т.е. корень уравнения 

1( ) 0nU x  ,  то квадратурная формула будет иметь 

более сложный вид, а именно 
1

2

(0)

11

1 ( )
1

vn

t
t dt

t x






 
  

2
(0) (0)

1 2 1

(0)
1 1

sin
( ) ( ) 1 ( )

1

n
n vn n vn

kn

k vn kn

k

U x T x n x
n x x



  

 

 
 

  

)()()(
2

1 )0(
1

)0(
11

)0(
11 




 vnvnnvnn xxTxU
n

 . 
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The maximum norm bounds of the inverse of a given matrix from some subclasses of block X-matrices were obtained. 
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Матрица n n

ija    A   со свойством  

 
 

 
\

: ,    : 1,2, ,ii i ij

j N i

a r A a i N n


       (1) 

называется строго диагонально определенной (СДО) 

матрицей. Известно [1], что класс СДО-матриц свя-

зан с анализом сходимости классических итераци-

онных методов. Так, для метода Якоби решения сис-

тем линейных алгебраических уравнений макси-

мальная норма итерационной матрицы метода Яко-

би меньше 1 (т.е. метод сходится) тогда и только 

тогда, когда матрица системы является  матрицей со 

строгим диагональным определением. 

Матрица  n n

ija    A   называется матрицей 

Некрасова, если 

  ,     ,ii ia h A i N       (2) 

где   ,   ih A i N , определяются рекурсивно    1 1h A r A  

 
 1

1 1

i n
j

i ij ij

j j ijj

h A
h A a a

a



  

   ,      2,3, ,  .  i n   

Класс матриц, связанный с анализом сходимо-

сти итерационного метода Гаусса – Зейделя, это 

класс матриц Некрасова. Более точно, максималь-

ная норма итерационной матрицы метода Гаусса − 

Зейделя меньше 1 (т.е. метод сходится), если мат-

рица системы есть матрица Некрасова.     

* Работа частично поддержана Министерством образования и науки Сербии, грант 174019, и Секретариатом по науке 

и технологическому развитию Воеводины, гранты 1136 и 3626, грантами РФФИ № 15-01-00441_а и № 14-01-31076мол_а. 
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Следующее утверждение было доказано в [2]. 

Теорема 1.  Каждая матрица Некрасова невы-

рождена. 

 

Отметим, что оба класса матриц, и СДО, и мат-

рицы Некрасова, принадлежат классу невырожден-

ных Х-матриц (подробнее в [3]). 
 

Блочные матрицы Некрасова 
 

Два возможных обобщения точечных свойств 

матриц на блочную их структуру были исследова-

ны в [4]. Кратко здесь повторим основные исполь-

зуемые идеи. 

Через  
0





l

j j
p  обозначим разделение ин-

дексов множества N, если неотрицательные числа 

,   1,2, , , 
j

p j l  удовлетворяют условиям  

0 1 2: 0 : .    lp p p p n  

Тогда, используя это разделение,     n n -матрица 

A разделится на     l l  блока: 

11 12   1

21 22 2

1 1

          

  

  

l

l

l l ll

A A A

A A A

A A A

 
 
 
 
 
 

A





  



.    (3) 

Для любой блочной матрицы A вида (3) мы 

сконструируем два вообще различных, сравнивае-

мых (    l l )-блока действительных матриц. Мы обо-

значим их 


A  и 


A , чтобы подчеркнуть, что 

они зависят от разделения  . 

Первая из сравниваемых матриц 


A  конст-

руируется, как это предложено в [5], а вто-

рая


A  − как это сделано в [6].  

Первая сравниваемая матрица 
ij


   Α  оп-

ределяется следующим образом: 

 
1

1

1

невырождены

вырождены

, и

0, и  

,

ii ii

ij ii

ii

A i j A

i j A

A i j


















 

 



. 

Вторая сравниваемая матрица 
ijm


   A    

1

,невырождены

невырождены,

иначе

1, и

, и

0, .

ii

ij ii ii ii

i j A

m A A i j A






  



 

Важно отметить, что все блочные классы мат-

риц, которые будут рассматриваться здесь, будут 

иметь все свои диагональные блоки невырожден-

ными, поэтому наши сравниваемые матрицы будут 

всегда иметь вид 

 

 

 

1
1 1 1

11 12 1

1
1 1 1

21 22 2

1
1 1 1

1 2

l

l

l l ll

A A A

A A A

A A A




  

  


  

  


  

  

 
 
 
 

  
 


 

 




 





A





   

 , 

1 1

11 12 11 1

1 1

22 21 22 2

1 1

1 2

1

1

1

l

l

ll l ll l

A A A A

A A A A

A A A A



 

 

 

 

 

 

 

 



 


 
 
 
 
 
  

A





   

. 

Очевидно, 

 1 1 1

11 22diag , ,...,  llA A A A A
  

  
 .  (4) 

Таким образом, можно определить два блочных 
варианта свойств точечных СДО и матриц Некрасова. 

Определение 1. Для данного разделения   

блочная матрица 
ij l l

A


   A  называется: 

 I


B -СПО матрицей, если   


A −  СДО; 

 II


B -СДО матрицей, если   


A − СДО; 

 I


B -матрицей Некрасова, если 


A  − матри-

ца Некрасова; 

 II


B -матрицей Некрасова, если 


A  − мат-

рица Некрасова. 
 

Обратные к блочным матрицам Некрасова 

 и известные верхние границы  

их максимальных норм 
 

В работе [4, теорема 9] приведены две вообще 
различные возможности оценить максимум нормы 

обратных матриц к B
π

I
-матрицам Некрасова и одна 

возможность [4, теорема 10] для B
π

II
-матриц Не-

красова. Далее повторим эти теоремы. 

Пусть для произвольной матрицы  n n

ija    A  , 

  ,   iz i NA , рекурсивно определено 

   
 1

1

1

1 ,         1,  2,3, ,   
i

j

i ij

j jj

z
z z a i n

a





    
A

A A . 

Теорема 2.  Если 
ij l l

A


   A , I


B -матрица Не-

красова, тогда 
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 
  

1 1

1
1

1

max

min

i
i l

ii i
i l

z

h





  

 

 




A
A

A A

,   (5) 

 
 

1

1 1

1

1

max

1 max

ii i
i l

ii i
i l

z

h







  

 

 




A A
A

A A
.   (6) 

Теорема 3.  Если 
ij l l

A


   A ,  
II


B -матрица 

Некрасова, тогда  

 
  

11 1

1

1

max
max  .

min 1

i
i l

ii
i l

i
i l

z

h





  

  

 





A
A A

A

  (7) 

 

Максимум норма обратной матрицы – 

 новые верхние границы 
 

Для точечной матрицы Некрасова в [2] получена 

оценка 

Теорема 4.  Если 
ij n n

a


   A  − (точечная) мат-

рица Некрасова, тогда  

 

 
1

1
max

i

i n
ii i

z

a h



  




A
A

A
 .   (8) 

Используя эту оценку, можно поправить верх-

ние границы, представленные ранее. 

Теорема 5.  Если  ij l l
A


   A , I


B -матрица Не-

красова, тогда 

 
 

1

11 1
max   

i

i l

ii i

z

h







   






A
A

A A
.  (9) 

Теорема 6.  Если 
ij l l

A


   A ,    
II H


B -матрица 

Некрасова 
I


B , тогда 

 
 

1 1

1 1
max max   .

1

i

ii
i l i l

i

z

h





 

    




A
A A

A
 (10) 

Для доказательства теорем 5 и 6 достаточно ис-

пользовать основную связь между точечным и блоч-

ным случаями, установленную из [4, теорема 4] 

Теорема 7.  Если для данного разделения   

матрица 
ij l l

A


   A : 

 (i)     I H
B -матрица, тогда 

 
1

1 .
 






A A     (11) 

(ii)  II H


B -матрица, тогда 

 
1

1 1      .ii
i L

max
 

 

 


A A A   (12) 

Легко видеть, что результаты теорем 5 и 6 яв-

ляются прямым следствием  теорем 4 и 7. 

 

Численные примеры 
 

Мы будем сравнивать оценки (5) − (8) с новыми 

оценками (9) и (10).  

Рассмотрим следующие матрицы: 

A1=

11 7 0 2 0 0 0 0 0

6 9 1 0 1 0 0 0 0

0 1 3 0 0 0 0 0 0

1 0 0 4 1 0 0 0 0

0 1 1 1 6 1 0 1 0

0 0 0 0 0 4 0 0 1

0 0 0 0 0 0 8 1 0

0 0 0 0 4 1 1 6 1

0 0 0 0 0 1 0 1 4

 
 


 
 
 

 
  
 
 
 
 

   
 

 

 , 

A2=

1,5 0,1 0 0,1 0 0

0,1 1,7 0,1 0 0 0

0 0,1 0,4 0,1 0,1 0,1

0 0 0,5 1 0 0

0,1 0 0 0,1 1 0,4

0 0 0,5 0 1 1

   
 
  
 
    
 

 
   
 

   

 , 

A3=

4 0 0 2 0 0 0 0 0 0

1 5 2 0 0 0 0 0 0 0

0 3 5 4 1 0,1 0 0 0 0

0 0 0,5 2 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0,1 2 0,4 0 0 0 0

0 0 0,5 0 1 2 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 4 1 1 0

0 0 0 0 0 1 1 6 0 0

0 0 0 0 0 0 0 6 12 6

0 0 0 0 0 0 0 6 0, 4 14

  
 
 

 
   
 

 
  
 

  
 
 
 
 
 
  

, 

A4= 

7 2 1 2 0 0 0 0 0 0

1 7 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 8 4 1 2 0 0 0 0

2 0 1 7 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 8 1 0 0 0 0

0 0 2 2 2 7 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 6 2 0 0

2 0 0 0 0 0 2 8 0 0

0 2 0 0 0 1 0 0 5 0

0 0 2 0 0 1 0 1 0 8

  
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
    

,  
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A5=

12 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

2 12 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 12 0 1 0 0 0 0 0 0 0

1 0 1 8 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 1 12 1 0 0 2 2 0 0

0 0 2 2 2 12 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 12 2 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 2 114 2 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 14 0 1 0

0 0 0 0 2 2 1 0 1 814 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 3 8 1

0 0 0 0 0 0 0 0 2 2 2 8

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

. 

 

Для этих пяти матриц в таблице при-

ведены указанные выше оценки. Кроме 

того, для каждой матрицы самые луч-

шие оценки выделены жирным шриф-

том. Знак «–» означает, что оценка не-

применима. 

Матрица A1 иллюстрирует случай, 

когда оценка (10) работает наилучшим 

образом.  

Матрица A2 − пример матрицы, для которой 

блочные оценки первого типа  (5), (6) и (9) не рабо-

тают. 

Матрица A3 иллюстрирует случай, когда оценка 

(9) работает наилучшим образом. 

Матрица A4 показывает важность блочных оце-

нок второго типа. 

Матрица А5  − пример,  когда оценка (8) рабо-

тает наилучшим образом. 
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А ||
1

A || (8) (5) (6) (7) (9)  (10) 

A1 0,5347 1,1267 2,5029 2,5029 1,0583 2,5029 0,9828 

A2 10,8364 21,9875 - - 20,6162 - 20,6162 

A3 1,0762 - 1,5848 2,4844 1,7152 1,4224 1,6141 

A4 0,3445 1,2955 5,2255 5,2255 0,8391 5,2255 0,7916 

A5 0,1796 0,1869 0,6204 0,4802 0,3838 0,4744 0,3106 
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Разработана технология синтеза наночастиц TiO2  золь-гель методом. Осуществлен синтез наночастиц TiO2 с 

использованием различных растворителей, в качестве которых использованы одноатомные (1-бутанол, изопропа-

нол, бензиловый спирт) и двухатомные спирты (этиленгликоль, диэтиленгликоль). Произведены исследования 

структуры и состава полученных наночастиц при помощи рентгенофазового анализа и ИК-спектроскопии. С по-

мощью фотонно-корреляционной спектроскопии был измерен размер частиц полученных образцов. Определена за-

висимость этих параметров от природы используемого растворителя.  
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Ключевые слова: наночастицы TiO2, спиртовая среда, золь-гель метод, рентгенофазовый анализ, ИК-

спектроскопия, фотонно-корреляционная спектроскопия. 

 

The technology of the synthesis of TiO2 nanoparticles by sol-gel method was developed. The synthesis of TiO2 nanopar-

ticles using different solvents was performed. As solvents were used monohydric alcohols (1-butanol, isopropanol, benzyl al-

cohol) and diols (ethylene glycol, diethylene glycol). Studies of the structure and composition of the nanoparticles obtained 

using X-ray diffraction and IR spectroscopy were made. Particle size of the obtained samples was measured using photon 

correlation spectroscopy. According to the results of the data, the influence of these parameters from the nature of the sol-

vent used was determined. 

 

Keywords: TiO2 nanoparticles, alcoholic medium, the sol-gel method, X-ray diffraction, infrared spectroscopy, photon 

correlation spectroscopy. 

 

В последнее время наноразмерному диоксиду 

титана (TiO2) уделяется большое внимание иссле-

дователей по всему миру. TiO2 является широко-

зонным полупроводниковым материалом с шири-

ной запрещенной зоны 3 ÷ 3,3 эВ в зависимости от 

кристаллической модификации [1, 2]. Благодаря 

высокой фотокаталитической активности открыва-

ются широкие перспективы применения TiO2  и его 

композитов в качестве эффективного катализатора 

разложения органических веществ [3–6]. Также в 

перспективе TiO2 может найти более широкое при-

менение в электронике и фотовольтаике [7, 8]. 

В связи с существованием зависимости структу-

ры, состава и размера наночастиц TiO2, получен-

ных золь-гель методом, от природы растворителя, 

используемого в процессе синтеза, актуальной за-

дачей является исследование этой зависимости.  

По результатам экспериментов была разработа-

на методика синтеза наноразмерного TiO2. В каче-

стве титансодержащего прекурсора использовали 

TiCl4, который растворяли в спиртах с различной 

молекулярной массой. Растворители − одноатом-

ные спирты: 1-бутанол, изопропанол, бензиловый 

спирт; двухатомные спирты: этиленгликоль, диэти-

ленгликоль. Для осаждения TiO2 использовали вод-

ный раствор аммиака. 

Синтез состоял из следующих основных стадий: 

приготовление растворов исходных регентов, син-

тез TiO2, гелеобразование, отмывка полученного 

геля центрифугированием, сушка геля при темпе-

ратурах 125 и 400 °С. 

Структура и фазовый состав образцов исследо-

ваны методом рентгенофазового анализа. На рис. 1 

представлены рентгенограммы полученных образ-

цов TiO2, прокаленных при температуре 400 °С. 

Расшифровка рентгенограмм показывает, что 

при использовании любых спиртов во всех экспе-

риментах после просушки был получен TiO2 тетра-

гональной модификации в кристаллической струк-

туре анатаза [9]. Низкая интенсивность характери-

стических пиков и их ширина свидетельствуют о 

малой кристалличности образцов TiO2. 

 
 

Рис. 1. Рентгенограммы образцов TiO2, синтезированных в 

различных спиртах и просушенных при температуре 400 °С 
 

Для более детального исследования состава бы-

ли сняты ИК-спектры образцов, прокаленных при 

температурах 100 и 400 °С. Метод ИК-спектро-

скопии позволяет определить содержание в образ-

цах гидроксилов, аквакомплексов TiO2, адсорбиро-

ванных молекул воды и изменение их концентра-

ции в зависимости от температуры прокаливания.  

На рис. 2 и 3 представлены ИК-спектры образ-

цов TiO2, прокаленных при температурах 100 и 

400 °С соответственно. 

 
 

Рис. 2. ИК-спектры образцов TiO2, полученных в различных 

спиртах, после просушивания при T = 100 °С 
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Рис. 3. ИК-спектры образцов TiO2, полученных в различных 

спиртах, после прокаливания при T = 400 °С 
 

В ИК-спектрах синтезированных образцов мож-

но выделить области валентных (3950÷2200 см
-1

) и 

деформационных (2200÷450 см
-1

) колебаний. Ха-

рактеристические полосы и их расшифровка пред-

ставлены в табл. 1. 

Расшифровка ИК-спектров образцов, прокален-

ных при 100 °С, вне зависимости от использован-

ного растворителя во всех образцах показала нали-

чие химически и физически связанной воды, гид-

роксид-ионов. ИК-спектры образцов TiO2, просу-

шенных при температуре 400 °С, характеризуются 

практически полным отсутствием связанной воды, 

аквакомплексов и гидроксидов. Наибольшую 

склонность к дегидратации проявили образцы ди-

оксида титана, синтезированные в среде бутанола и 

этиленгликоля.  

Для определения размера частиц TiO2 синтези-

рованные золи исследовались с помощью фотонно-

корреляционной спектроскопии. Образец, синтези-

рованный в среде бензилового спирта, невозможно 

было исследовать с помощью данного метода, так 

как при добавлении раствора аммиака в реакцион-

ную среду наблюдалось образование геля TiO2, ми-

нуя стадию золя. Результаты измерений приведены 

в табл. 2. 
Таблица 1  

Характеристика колебаний [10] 

 

Характеристические колебания Частота, см-1 

Валентные колебания -ОН несвязанной водо-

родной связью 
3688 

Димерно связанная водородными связями во-

да; антисимметричные и симметричные коле-

бания Н-О-Н в кристаллизационной воде 

3307 

Валентные колебания О=С=О 2335 

Деформационные колебания Н-О-Н в кристал-

лизационной воде 
1630 

Деформационные колебания Н-О-связанной 

воды 
1527 

Деформационные колебания гидроксилов-ОН 1396 

Деформационные колебания  Ti-ОН 1057 – 1042 

Колебания Н2О в аквакомплексах,  

колебания связи Ti-O 
854 – 570 

 
Таблица 2 

Размеры частиц TiO2 в синтезированных золях 

 

Золь 

Гидродинамический 

радиус частиц в 

золе, нм 

Молекулярная 

масса раствори-

теля, г/моль 

TiO2  

в изопропаноле 
157 60 

TiO2  

в 1-бутаноле 
127,5 62 

TiO2 в этилен- 

гликоле 
915,7 74 

TiO2 в диэти- 

ленгликоле 
315 108 

 

Гистограммы распределения гидродинамических 

радиусов наночастиц TiO2, синтезированных в среде 

различных растворителей, представлены на рис. 4.  
 

 
Рис. 4. Гистограммы распределения гидродинамических радиусов наночастиц TiO2, синтезированных  

в среде  изопропанола (а), бутанола (б), этиленгликоля (в) и диэтиленгликоля (г) 
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Заключение 

 

Исходя из полученных данных, можно сделать 

вывод о том, что в среде одноатомных спиртов по-

лучаются частицы меньшего размера. Эксперимен-

тальные данные также подтверждают предположе-

ние об уменьшении размера частиц с увеличением 

молярной массы растворителя в гомологическом 

ряду. Таким образом, наиболее оптимальным рас-

творителем для синтеза TiO2 в рамках исследований, 

проведенных в данной работе, является 1-бутанол. 
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Электрохимическое поведение акридина и его производных изучено методами циклической и дифференциальной 

импульсной вольтамперометрии. Показано, что процесс восстановления в ацетонитриле протекает ступенчато в две 

стадии с образованием на первой стадии анион-радикала, на второй – дианиона; восстановление 9-хлоракридина − в 

четыре частично обратимые стадии с образованием заряженного димера акридина. Окисление изучаемых соединений 

протекает необратимо в две стадии с образованием нестабильных катион-радикала и дикатиона. 
 

Ключевые слова: электрохимические свойства производных акридина, циклическая и дифференциальная им-

пульсная вольтамперометрия.  
 

Electrochemical behavior of acridine and its derivatives has been studied by cyclic and differential pulse voltammetry. It 

is shown that the reduction process in acetonitrile proceeds stepwise in two stages with the consequent formation of the radi-

cal-anion and  dianion. Reduction of  9-chloracridine proceeds in four partially reversible stages with the formation of 

charged acridine dimer. All studied compounds underwent irreversible oxidation into unstable radical-cation and dication. 
 

Keywords: electrochemical properties of acridine derivatives, cyclic and differential pulse voltammetry. 
 

В связи с рядом ценных свойств акридин и его 

производные остаются в центре внимания исследо-

вателей ещѐ со времени их выделения из каменно-

угольной смолы в XIX в. Присущие им интеркали-

рующие свойства определили их применение  в ка-

честве антипротозойных, прежде всего противома-

лярийных, антибактериальных, антигрибковых и 

противоопухолевых средств [1−3]. Хотя акридино-

вые красители потеряли коммерческое значение из-

за низкой светостойкости, они широко применяются 

в качестве люминесцентных и флуоресцентных ме-

ток в биологии [4]. Поэтому поиск среди производ-

ных акридина новых эффективных веществ, обла-

дающих более выраженными полезными свойства-

ми, является актуальной задачей. В этой связи изу-

чение окислительно-восстановительных свойств 

акридинов электрохимическими методами позволя-

ет получить дополнительную информацию о меха-

низмах их реакций и способствует предсказанию их 

спектральных характеристик. 

Электрохимические свойства производных ак-

ридина изучены крайне недостаточно. Так, Кайе и 

соавторами [5] было найдено, что полярографиче-

ское восстановление акридина в сильнокислой 

среде протекает в одну одноэлектронную волну с 

образованием 9,9'-димера. В менее кислых и ще-

лочных растворах обнаружены две одноэлектрон-

ные волны.  

* Результаты были получены в рамках государственного задания Минобрнауки России (проект № 2754). 
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Позже А.И. Русаковым и сотрудниками исследо-

вался процесс электровосстановления акридина в 

диметилформамиде (ДМФА) на фоне 0,02 М тетра-

бутиламмония перхлората [6]. Значения nе, рассчи-

танные по величинам предельного тока полярогра-

фических волн и высотам пиков на кривых вольтам-

перометрии, согласуются между собой и незначи-

тельно отличаются от единицы. Это дает основание 

полагать, что первичным продуктом первой стадии 

электровосстановления акридина является соответ-

ствующий анион-радикал. В работе на основании 

расчетов дана количественная оценка влияния «раз-

меров» ароматической системы и природы замести-

телей на скорость димеризации.  

В данной работе изучены электрохимические свой-

ства акридина и его 9-R-производных в ацетонитриле 

на фоне 0,1 М перхлората тетрабутиламмония. 

 
 

Из данных электрохимического анализа и формы 

циклической вольтамперограммы на стеклографито-

вом дисковом электроде акридин I восстанавливается 

в две одноэлектронные стадии, первая из которых 

частично обратима, вторая обратима полностью. Вос-

становление протекает с образованием анион-

радикала Iа на первой 

стадии и дианиона Ib − на 

второй (рис. 1) по схеме 1, 

что согласуется с литера-

турными данными [7].  
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Рис. 1. Циклические вольтамперограммы окисления (а) 

и восстановления (б) соединения I 

Результаты циклической вольтамперометрии на-

ходятся в полном соответствии с данными дифферен-

циальной импульсной вольтамперометрии (рис. 2). 

Восстановление 9-метилакридина II протекает 

также в две стадии аналогично восстановлению ак-

ридина I (схема 1). На первой стадии образуется ус-

тойчивый анион-радикал IIa (коэффициент обрати-

мости Jпа/Jпк = 1,0), на второй, судя по форме цикли-

ческой вольтамперограммы и отношению Jпа/Jпк  не-

устойчивый дианион IIb.  

2 1 0 -1 -2
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Рис. 2. Импульсные вольтамперограммы окисления (а)  

и восстановления (б) соединения I 

 

В отличие от акридина I восстановление соеди-

нений II, III, IV, V протекает при более отрица-

тельных потенциалах восстановления. Этот сдвиг 

связан с введением в положение 9 донорных групп. 

Разница в потенциалах второй волны восстановле-

ния составляет от 0,15 до 0,25 В (табл. 1).  

Данные циклической вольтамперометрии под-

тверждены методом импульсной вольтамперометрии 

(табл. 2). Для соединения III электрохимическое вос-

становление протекает в четыре стадии по схеме 2. 
 

 

Схема 1 

 
I                                                             Ia                                            Ib 
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Таблица 1  

Характеристики циклических вольтамперограмм восстановления и окисления акридина и его производных 

 

Соединение 
Восстановление Окисление 

Епк, В Iпк, мкА Епа, В Iпа, мкА Епа, В Iпа, мкА Епк, В Iпк, мкА 

I 
–1,35 

–2,25 

95 

17,5 

–0,45 

–1,38 

50 

22,5 

+1,75 

+2,4 

87,5 

97,5 

– 

– 

– 

– 

II 
–0,95 

–1,7 

10 

92,5 

–0,35 

–1,55 

32,5 

17,5 

+1,6 

+2,35 

42,5 

40 

– 

– 

– 

– 

III 

–0,45 

–1,28 

–1,95 

–2,4 

22,5 

10 

12,5 

37,5 

–0,43 

–0,95 

–1,4 

–2,3 

10 

2,5 

7,5 

7,5 

+1,6 

+2,5 

27,5 

50 

– 

– 

– 

– 

IV 
–1,45 

–2,5 

32,5 

25 

–0,45 

–1,3 

17,5 

10 

+1,45 

+2,2 

27,5 

72,5 

– 

– 

– 

– 

V 
–1,45 

–2,5 

7,5 

12,5 

–0,5 

–1,35 

5 

5 
+2,4 55 – – 

(Ферроцен, Fc)     0,7 85 0,64 80 

 
Примечание. Епа, Епк – потенциалы окисления и восстановления соответственно, В;  Iпа, Iпк – высота пика волны при окислении и вос-

становлении соответственно, мкА. 

Таблица 2 

Электрохимическое восстановление и окисление акридина и его производных 

 методом дифференциальной импульсной вольтамперометрии 

 

Соединение 
Восстановление Окисление 

H, мкА Епк, В W1/2, мВ H, мкА Епа, В W1/2, мВ 

I 
20 

2 

– 1,48 

–2,05 

125 

200 

61 

12 

+1,73 

+2,2 

175 

250 

II 
1,2 

24,8 

– 0,9 

– 1,63 

225 

125 
3,4 +1,7 375 

III 

8,9 

1,3 

20,0 

18,4 

– 0,4 

– 1,18 

– 2,23 

– 2,5 

125 

250 

175 

175 

3,6 

3,0 

2,6 

+ 1,3 

+ 1,6 

+ 1,85 

300 

100 

200 

IV 
1,5 

2,2 

– 1,25 

– 2,3 

125 

225 

0,2 

1,8 

+ 1,35 

+ 2,025 

150 

125 

V 
1,5 

12,5 

–1,3 

–2,4 

100 

125 
55 2,25 200 

(Ферроцен, Fc) – – – 79 0,68 120 
 

Примечание. H – высота пика волны при окислении и восстановлении, мкА;  Е – потенциал при окислении и восстановлении, В;  

 W1/2 – потенциал полуволны при окислении и восстановлении, мВ. 

 

Схема 2 

 
IIIc                                                   IIIc 
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Третья и четвертая стадии приводят к образова-

нию заряженного димера акридина IIIc. 

Значение коэффициента обратимости, рассчи-

танного для первой стадии восстановления соедине-

ний I, III, IV, V, указывает на относительную устой-

чивость образующихся анион-радикалов. Для со-

единения IV восстановление слабо выражено за счет 

донорной метокси-группы. На второй стадии обра-

зуется дианион (схема 1). Дианионы соединений II, 

III, IV, V менее устойчивы, коэффициенты обрати-

мости Jпа /Jпк равны 0,2, 0,25, 0,55, 0,4 (табл. 1). На 

вторичной ветви циклических вольтамперограмм 

после полного восстановления акридина и его про-

изводных (соединения I−V) до дианиона наблюда-

ются анодные пики, соответствующие окислению 

нестабильных продуктов в области потенциалов от 

−0,95 до −1,55 В. 

На примере соединения IV показано, что величи-

ны максимальных токов прямо пропорциональны 

концентрации вещества в растворе. Зависимость ло-

гарифмов максимальных токов первой и второй ста-

дий восстановления соединения 

IV от логарифмов скорости имеет 

тангенс наклона 0,44. Это позво-

ляет заключить, что процессы 

ограничены скоростью диффузии 

вещества из объема раствора.  

Потенциалы пиков восстановления сдвинуты в 

положительную, окисления − в отрицательную об-

ласти потенциалов, что соответствует теоретиче-

ской разнице для циклической и дифференциаль-

ной импульсной вольтамперометрии (потенциал 

пика в дифференциальной импульсной вольтампе-

рометрии практически равен потенциалу полупика 

в циклической вольтамперометрии) [8].  

Как видно из табл. 1, 2, акридин и его производ-

ные способны не только восстанавливаться, но и 

окисляться. Окисление соединения I в органических 

средах протекает необратимо в две стадии (табл. 1, 

2), первая из которых приводит к образованию не-

стабильного катион-радикала Ic (Епа= +1,75 В), вто-

рая – к ещѐ более неустойчивому дикатиону Id (Епа = 

=+2,4 В) по схеме 3 (рис. 1а). Аналогично протекает 

окисление для соединений II−IV (рис. 3). Электро-

окисление для этих соединений протекает легче за 

счет присутствия электронодонорных групп в 9-м 

положении молекулы акридина. 
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Рис. 3. Циклическая вольтамперограмма  

окисления соединения III 

 

Данные циклической вольтамперо-

метрии для соединений III, IV под-

тверждены методом импульсной вольт-

амперометрии (рис. 4).  

Для соединения II на дифференци-

альной импульсной вольтамперограм-

ме наблюдается один пик при  

Епа = + 1,7 В (табл. 2). Полуширина пика окисления 

(375 мВ) указывает на полностью необратимый 

процесс с учетом искажения его недостаточной 

компенсацией омического сопротивления фонового 

электролита (полуширина пика ферроцена в тех же 

условиях − 120 мВ, теоретическая величина полу-

ширины обратимого одноэлектронного обратимого 

процесса − 90 мВ).  

Окисление соединения V протекает в одну необ-

ратимую двухэлектронную волну при Епа = +2,4 В   с 

образованием нестабильного дикатиона Vc по 

схеме 4. 

Схема 3 

I                                           Ic                                           Id 

Схема 4 

 

V                                                                   Vc 
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Экспериментальная часть 

 

Исследуемые соединения синтезировали по мето-

дикам [9−13]. Для изучения анализируемых соедине-

ний использовали электрохимическую систему, со-

стоящую из потенциостата РА-2 и двухкоординатно-

го самописца ЛКД-4. Рабочая скорость развертки в 

экспериментах составляла 5·10
−2

 ÷ 5·10
−1

 В/с. Элек-

трохимическая ячейка представляла собой стек-

лянную пробирку на шлифе с тефлоновой пробкой. 

Электроды: рабочий – стеклографитовый, сравне-

ния – хлоросеребряный, вспомогательный – плати-

новый дисковый ультрамикроэлектрод. Поверх-

ность рабочего электрода зачищали фильтроваль-

ной бумагой перед каждым регистрированием 

вольтамперограммы. 

Обратимость процесса в методе циклической 

вольтамперометрии определяли по отношению то-

ка катодного и анодного пиков (при полной обра-

тимости это соотношение равно единице), а также 

по разности потенциалов катодного и анодного пи-

ков (для обратимого процесса Е = 58 мВ). 

Ацетонитрил очищали по стандартной методике 

[14], перхлорат тетрабутиламмония (Bu4N
+
ClO

-
4) 

получали путем нейтрализации гидроксида тетра-

бутиламмония, очищали его перекристаллизацией 

из этанола и сушили перед использованием при 

70 ºС в вакууме в течение суток [15]. 

В качестве эталона для уточнения величин по-

тенциалов применялся ферроцен (Fc).  
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Исследовано влияние додецилсульфата натрия (SDS) на реакцию комплексообразования нуль-валентной меди с 

2-бис-1-бензилиденанилином в углеводородах. Определены критические концентрации перехода от молекулярного 

раствора SDS к раствору, содержащему мицеллы поверхностно-активных веществ (ККМ1), и перехода, связанного 

с изменением симметрии этих агрегатов (ККМ2). Выявлено экстремальное увеличение скорости при критических 

концентрациях мицеллообразования (ККМ) в данном углеводороде и замедление процесса в домицеллярных областях. 

 

Ключевые слова: углеводороды, скорость комплексообразования, мицеллы, ККМ, поверхностное натяжение, 

вязкость. 

 

The effect dodecyl sulfate sodium (SDS) on complexation reaction zero-valent copper bis-2-one-benzylideneaniline hy-

drocarbons. The critical concentration of the transition from the molecular SDS solution to a solution containing surfactant 

micelles (CMC1) and transition associated with a change in the symmetry of these units (CMC2). Revealed an extreme in-

crease in speed at the critical micelle concentration (CMC) in the hydrocarbon and deceleration process to micellar areas. 

 

Keywords: hydrocarbons, complexation rate, micelles, CMC, surface tension, viscosity. 

 

Растворение металлов и их соединений с кова-

лентными связями в системах органический рас-

творитель − лиганд может рассматриваться как ос-

нова ряда технологических процессов, таких как 

прямой метод синтеза комплексных соединений, 

извлечение металлов из бедных руд и техногенных 

отходов, перспективного способа гидрометаллур-

гии – сольватометаллургии, размерной обработки 

поверхности твердых тел. О влиянии поверхност-

но-активных веществ (ПАВ) на эти процессы нет 

однозначного мнения. В работах последних лет 

показано, что добавки ПАВ способны направленно 

изменять комплексообразующие и протолитиче-

ские свойства реагентов [1−3]. 

Вопросы, связанные с условиями комплексооб-

разования, составом получаемых соединений, ки-

нетикой и механизмом влияния ПАВ в неводных 

растворах, изучены недостаточно. 

Цель данной работы − изучение влияния ионоген-

ного ПАВ додецилсульфата натрия (SDS) на процесс 

комплексообразования меди (0) с 2-окси-1-бензи-

лиденанилином в углеводородных растворителях.  

Введѐм сокращения: ККМ1 – критические кон-

центрации перехода от молекулярного раствора 

SDS к раствору, содержащему мицеллы ПАВ; 

ККМ2 – перехода, связанного с изменением сим-

метрии этих агрегатов; ККМ − критические кон-

центрации мицеллообразования. 
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Углеводородные среды позволяют получать в 

одностадийном процессе товарный продукт – ком-
позиции хелатных соединений металлов. Они мо-

гут быть использованы для залечивания микротре-

щин двигателей внутреннего сгорания и трансмис-

сий образующимися наночастицами металла при 
термическом разложении комплексных соедине-

ний. К сожалению, в литературе отсутствуют дан-

ные о ККМ SDS в углеводородах. Значения ККМ 

определялись методом Ребиндера посредством из-

мерения поверхностного натяжения на межфазной 
границе. Проведѐнные исследования показали, что 

при увеличении концентрации ПАВ поверхностное 

натяжение растворов уменьшается до достижения 

определенной концентрации и далее остается не-
изменным. По пересечению касательных определя-

ли значение ККМ1. При дальнейшем увеличении 

концентрации ПАВ на кривых σ-СПАВ появлялись 

максимальные значения σ. Точки изгиба интерпре-

тировались как ККМ2.  В литературе описаны неко-
торые растворы ПАВ, в которых фиксировались 

ККМ высших порядков [4, 5], что связывают с из-

менением мицеллярной структуры. Так как взаи-

модействие между молекулами ПАВ больше, чем 
между молекулами малополярных углеводородов, 

то изменения ПАВ незначительны. Вследствие это-

го значения ККМ параллельно уточняли вискози-

метрическим методом. Измерения вязкости прово-

дили капиллярным вискозиметром Убеллоде при 
290 К. Величины ККМ1 и ККМ2 находили как кон-

центрации, соответствующие экстремумам приве-

дѐнной вязкости для данного растворителя. 

Исследование комплексообразования меди про-
водили в растворе углеводорода, содержащего 2-

окси-1-бензилиденанилин (0,1 М), SDS при концен-

трациях выше и ниже ККМ1 и ККМ2, компактную 

медь (пластина площадью 6,25 см
2
) при интенсив-

ном перемешивании и свободном доступе кислорода 
воздуха, температуре 298 К. Скорость реакции оп-

ределяли по изменению концентрации комплексно-

го соединения меди фотоколориметрическим мето-

дом (длина волны 490 нм, ширина кюветы 1 см) и по 
изменению массы меди. УФ-спектры растворов ре-

гистрировали на спектрофотометре HITACHI UV 

1800. Состав комплексных соединений определяли 

методом Гарвея – Менинга и совокупностью мето-

дов УФ, ИКС, элементного анализа.  
Следует отметить аномальное изменение приве-

денной вязкости SDS в углеводородах. В области 

низких концентраций ПАВ она принимает отрица-

тельные значения. Подобные аномальные изменения 
свойств неводных мицеллообразующих растворов в 

зависимости от содержания ПАВ связывают с появ-

лением систем, содержащих ассоциаты разного раз-

мера и формы, образующиеся в широком диапазоне 

концентраций их компонентов [6]. При этом, в от-

личие от водных систем, возможен разрыв взаимо-

действий между макромолекулами вследствие их 
более ярко выраженной симметризации.  

В табл. 1 представлены величины ККМ1 и ККМ2 

SDS в углеводородах, найденные как средние зна-

чения ККМ, полученные по измерению поверхно-
стной активности и приведенной вязкости раство-

ров ПАВ. Разница значений между ними составля-

ла не более 5 %. 
Таблица 1 

Значения ККМ1 и ККМ2 растворов SDS 
 

Углеводород 
ККМ·104, моль/л (мас, %) 

ККМ1 ККМ2 

Гексан 17,30 (0,54) 342 (0,9) 

Гептан 6,93 (0,02) 27,74 (0,07) 

Октан 27,7 (0,08) − 

Нонан 13,87 (0,04) 41,6 (0,12) 

Декан 0,67 (0,025) 34,6 (0,09) 
 

Комплексные соединения меди, полученные в 

наноструктурированных растворах ПАВ, имеют 
состав 1:2 (CuL2) и идентифицированы как бис(2-

окси-1-бензилиденанилинато) медь с λmax = 210, 

292, 328, 340 нм. 

Изменение концентрации SDS от домицелляр-

ной области к мицеллярной мало отражается на 
составе образующегося комплекса. 

При высоких концентрациях ПАВ появляется 

полоса λmax = 720 нм, по-видимому, соответствую-

щая образованию ассоциата CuL2 ПАВ. Образова-
ние подобных ассоциатов в углеводороде описано в 

работе [3]. 

Исследование кинетических закономерностей 

взаимодействия поверхности меди с лигандом в на-

ноструктурированных системах, содержащих орга-
низованные ансамбли мицелл и их реорганизован-

ные глобулярные частицы, показало, что они носят 

сложный характер. На рисунке в качестве примера 

приведены зависимости свойств раствора и скорости 
реакции от концентрации ПАВ. Растворитель – но-

нан. В концентрационных областях ПАВ, равных 

ККМ1 и ККМ2, зависимость скорости реакции от 

концентрации SDS имеет резко выраженные экстре-

мумы, при этом скорость в области ККМ1 принима-
ет высокие значения. В домицеллярной области 

концентраций ПАВ интенсивность комплексообра-

зования меньше по сравнению с системами, не со-

держащими мицеллообразующие компоненты. 
В интервале концентраций от ККМ1 до ККМ2 

скорость падает до значений, характерных для до-

мицеллярной области, т.е. меньших, чем без добав-

ления ПАВ [7]. В табл. 2 представлены значения 

экстремальных скоростей реакции прямого синтеза 
комплексных соединений в углеводородах и кон-

центраций SDS, соответствующие этим экстре-

мальным значениям. 
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Зависимость поверхностного натяжения σ – а; приведенной 

вязкости η – б; скорости комплексообразования V – в;  

от концентрации ПАВ в системе медь−лиганд−нонан−SDS 

 

Таблица 2 

Скорость реакций комплексообразования без введения 

ПАВ (V1), с введением SDS (V2), концентрация SDS  

в углеводороде* 

 

Угле-

водород 

Скорость комплексообразования 

V1·105 

моль/(см2·ч) 

V2·105 

моль/(см2·ч) 

С·104,  

моль/л V1/V2 

Гексан 0,37 75,4 17,30 204 

Гептан 5,0 10,5 6,93 2,1 

Октан 4,5 20,1 27,7 4,5 

Нонан 34 57,8 13,87 1,7 

Декан 2,7 6,5 0,67 2,4 

 

*− следует отметить, что в гексане зафиксировано только 

одно экстремальное значение скорости в области ККМ1. 

 

Подобные кинетические эффекты комплексооб-

разования можно объяснить механизмом реакции. 

Обратные мицеллы наноструктурированных рас-

творов SDS адсорбируют лиганд, что подтвержда-

ется увеличением размеров мицелл во времени с 

110 до 175 нм, измеренных турбидиметрическим 

методом [8].  

Мицеллы, предварительно накопившие молеку-

лы лиганда, адсорбируются на металле и разруша-

ются. Это приводит к увеличению концентрации 

лиганда в реакционной зоне и экстремальному уве-

личению скорости. Органический лиганд может 

располагаться в мицелле различным образом: ад-

сорбироваться на поверхности мицеллы, проникать 

в гидрофобный поверхностный слой на различную 

глубину, внедряться в ядро мицеллы. Экстремаль-

ное увеличение адсорбции в области ККМ в систе-

мах ПАВ − сорбент может быть обусловлено пре-

имущественно электростатическим взаимодействи-

ем разноименно заряженных частиц SDS (поверх-

ность мицелл SDS в малополярных растворителях 

заряжена отрицательно) и поверхности сорбента. 

Все это приводит к высокой степени концентриро-

вания мицелл на поверхности оксидированного 

металла. Известно, что изотерма адсорбции ионных 

ПАВ на полярных сорбентах (SiO2, Al2O3) характе-

ризуется резко выраженными максимумами в об-

ласти ККМ [9]. 

Выводы 

Введение ПАВ в донорно-акцепторные системы 

может как ускорять, так и снижать скорость реак-

ции комплексообразования. Экстремумы скорости 

наблюдаются при концентрации ПАВ, практически 

совпадающей с ККМ1 и ККМ2 в данном раствори-

теле; снижение характерно для домицеллярной об-

ласти концентраций. Удлинение цепи углеводо-

родного растворителя в ряду гексан-декан также 

приводит к снижению эффективности координаци-

онного взаимодействия. Полученные данные по-

зволяют интенсифицировать синтез комплексных 

соединений. 
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В Ростовской области рыжая вечерница является обычным мигрирующим видом. В последние годы наблюда-

ются ее многочисленные зимовочные колонии в г. Ростове н/Д и других населенных пунктах. Материалом для дан-

ной статьи послужили сборы рукокрылых в пределах Ростова н/Д. Проведен морфометрический, численный, поло-

вой и возрастной анализ 988 особей, отмеченных в августе−ноябре 2014 г. Все рыжие вечерницы были встречены в 

отапливаемых убежищах, связанных исключительно со строениями людей. Большинство особей собрано в цен-

тральной части города в многоэтажных домах.  

 
Ключевые слова: летучие мыши, Ростов н/Д, рукокрылые, рыжая вечерница, Nyctalus noctula, антропогенный 

ландшафт. 

 
In the Rostov Region noctule is a common migratory species. Recent years have seen her many wintering colony in the 

city of Rostov-on-Don and other settlements. The material for this article was collected charges are bats in the city of Rostov-

on-Don. Conducted morphometric, numerical, sex and age analysis of 988 individuals identified in the August-November 

2014. All noctule were met in heated shelters associated exclusively with buildings people. Most specimens were collected in 

the central part of the city in multi-storey buildings. 

 
Keywords: bats, Rostov-on-Don, bats, noctule, Nyctalus noctula, anthropogenic landscape. 

 

Рыжая вечерница (Nyctalus noctula Schreber, 

1774) – типичный мигрант, широко распространен-

ный вид. Встречается от балтийского побережья, 

Санкт-Петербурга, южных частей Кировской и 

Оренбургской областей до южных границ; с восто-

ка на запад − от реки Енисей до западных границ 

[1, 2]; на Северном Кавказе − почти на всей терри-

тории Западного Предкавказья, Ставропольской 

возвышенности, Пятигорья и на всей предгорной 

части Северного Кавказа [3]. 

О первых находках единичных самцов Nyctalus 
noctula в Ростовской области (РО) сообщает Зверо-

зомб-Зубовский: в июле 1917 г. – в г. Новочеркас-

ске; 02.04.1920 и 20.04.1923 гг. – в г. Ростове [4]. 

Одна самка была поймана 22.05.1948 г. в пос. Весе-

лом одноименного района. С 1950 г. рыжих вечер-

ниц многократно отмечали в Ростове на Зеленом 

острове [5–7]. В мае 1962 г. колонию беременных 

самок находили в г. Пролетарске, а колонию сам-

цов более чем из 100 особей – в с. Синявском Не-

клиновского района [5]. В Александровском лесхо-

зе 24.04.2010 г. в дупле дуба пойманы 13 самок и 

один самец рыжей вечерницы. Наблюдения при 

помощи бет-детектора Pettersson D240X 22-

24.04.2010 г. показали очень высокую плотность 

этого вида у всех обследованных водоемов [8]. 

Все эти данные указывают на то, что большая 

часть всех рыжих вечерниц была встречена за 

пределами города в естественных убежищах. 

Лишь небольшое количество особей поймано в 

жилых зданиях в непосредственной близости к 

человеку. До 2009 г. считалось, что рыжие вечер-

ницы − типичные мигранты и в РО находятся, в 

большинстве случаев, на пролете. Исключением 

являлись немногочисленные находки особей, ве-

роятнее всего, не успевших из-за холодов мигри-

ровать в более теплый Краснодарский край [7]. Но 

в начале октября 2009 г. в одном из парков Росто-

ва впервые было обнаружено естественное зимо-

вочное убежище рыжих вечерниц [9]. 
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Вечерницы, зимующие в естественных убежи-

щах, при стабильно низких температурах сохраня-

ют к середине зимы достаточное количество жиро-

вой ткани. В то же время в г. Краснодаре из-за час-

тых зимних оттепелей уровень метаболизма жи-

вотных намного выше, что приводит к их истоще-

нию на момент наступления наиболее холодного 

периода зимовки [9]. 

Зимой 2009 г. была найдена колония в старом 

здании центральной части города, в научно-иссле-

довательском институте на ул. им. Максима Горь-

кого. Летучих мышей обнаружили при смене окон-

ных рам. Было отловлено 15 особей (из них 4 самки 

и 11 самцов). При вскрытии у всех самок матки 

были заполнены светлой густой массой. Микро-

скопическое изучение тонких срезов матки 

(8·10
−6

м), окрашенных гематоксилин-эозином, по-

зволило обнаружить в этой субстанции многочис-

ленные овальные клетки, которые являются транс-

формированными сперматозоидами, сохраняющи-

мися в половой системе самок в течение всего пе-

риода зимней спячки. 

В последующие годы обнаруживались неболь-

шие колонии рыжих вечерниц как в естественных 

условиях, так и в антропогенных ландшафтах. Эти 

колонии насчитывали не более 30 особей и пре-

имущественно состояли из самок. 

Наибольшее количество находок было зареги-

стрировано в августе − ноябре 2014 г. За этот пе-

риод было собрано 988 особей. Из них самок было 

647, самцов – 341. В большинстве случаев коло-

нии были расположены в многоэтажных домах 

старого жилого фонда, не ниже 4-го этажа, в Пер-

вомайском, Ленинском и Железнодорожном рай-

онах. Летучие мыши занимали пространство меж-

ду внешней и внутренней обшивкой лоджий. 

Многие жильцы таких квартир жаловались на 

шум и неприятный запах, который они справедли-

во связывали с присутствием летучих мышей.  

Именно обращения жителей позволили обна-

ружить упомянутые скопления рыжих вечерниц. 

Половозрастная структура обследованных скоп-

лений вечерниц существенно отличалась. Вероят-

но, при образовании зимовочных колоний в одних 

убежищах останавливаются зверьки, продолжаю-

щие миграционные перемещения, а в других – 

особи, оставшиеся зимовать. Мигрирующие осо-

би, как правило, занимают убежища, непригодные 

для длительной зимовки. Зимующие летучие мы-

ши выбирают более надежные убежища, в кото-

рые собираются зверьки из небольших летних ук-

рытий [7]. Так, в одной из квартир на лоджии бы-

ло обнаружено 220 особей рыжей вечерницы. 

У всех отловленных зверьков определялась 

масса тела (с точностью до 0,1 г), длина предпле-

чья и тела; фиксировалась возрастная и половая 

принадлежность. Возраст определялся визуально 

по степени износа верхних клыков. При оценке 

износа выделялось 6 категорий: 1. Зубы острые, 

явно молодые животные. У самок к этой катего-

рии относили еще не рожавших [10]. 2. Зубы ост-

рые: кончики клыков не имеют выраженного из-

носа. 3. Зубы округлены: острие клыка притупле-

но, но не имеет плоской поверхности. 4. Зубы 

слегка сточены (на 1/8÷1/7). 5. Зубы сточены на 

1/6÷1/5. 6. Зубы сточены на 1/4 и более. Для опре-

деления категории изношенности зубов учитыва-

лось состояние обоих верхних клыков. В боль-

шинстве случаев один из них был сломан, изно-

шен сильнее или вообще отсутствовал. В таких 

случаях возрастная категория определялась по 

наименее изношенному клыку [11]. В целом метод 

оценки возраста по состоянию зубов довольно 

неточен и может приводить к весьма противоре-

чивым результатам [10]. 

Все нерожавшие самки были отнесены к возрасту 

не старше одного года. Данные по износу зубов и 

репродуктивному состоянию самок свидетельству-

ют о том, что в категорию животных с острыми зу-

бами входит большинство нерожавших самок. Веро-

ятнее всего, самки с острыми зубами имеют возраст 

до 1,5 года, а большинство − до 1 года.  

У самцов аналогичное состояние зубов проявля-

ется в других возрастных группах. С самцами си-

туация обстоит немного сложнее: на втором году 

жизни в большинстве случаев зубы у них остаются 

острыми. Это обстоятельство, вероятно, обуслов-

лено различиями в интенсивности питания и соста-

ве корма. У самок быстрый износ зубов зависит от 

беременности (у всех животных при беременности 

часто возникает дефицит кальция, который приво-

дит к уменьшению слоя эмали и более быстрому 

стиранию зубов), вывода и вскармливания потом-

ства (необходимо больше и чаще питаться). При 

этом у самцов нагрузка на зубной аппарат гораздо 

слабее в силу довольно размеренного образа жиз-

ни. Таким образом, у самок с возрастом степень 

сточенности зубов будет существенно отличаться 

от зубов самцов [11]. 

Данные об экстерьерных особенностях обследо-

ванных летучих мышей и информация о поло-

возрастной структуре обнаруженных скоплений 

рыжей вечерницы приводятся в табл. 1 и 2. 

Таблица 1 

Количественное соотношение самок и самцов 

 всех пойманных особей 

 

Пол Всего Взрослые Молодые 

Самка 647 422 225 

Самец 341 98 243 
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Таблица 2 

Размеры и масса тела рыжих вечерниц в соотношении пола и возраста 

 

Пол Возраст 

Масса тела, г Длина предплечья, мм Длина тела, мм 

Средняя 
Мини- 

мальная 

Макси- 

мальная 
Средняя 

Мини- 

мальная 

Макси- 

мальная 
Средняя 

Мини- 

мальная 

Макси- 

мальная 

Самки Все 32,3 18,5 39,9 53,1 48,1 57,9 71,1 60,2 81,9 

 Взрослые 35,0 20,3 39,9 53,0 48,1 57,9 71,1 60,2 81,9 

 Молодые 27,0 18,5 30,9 53,1 48,1 57,9 71,1 60,2 81,8 

Самцы Все 23,3 18,1 35,7 53,0 48,1 57,9 71,5 60,1 81,8 

 Взрослые 27,0 25,0 35,7 52,9 48,2 57,9 71,9 60,3 81,8 

 Молодые 21,8 18,1 28,6 53,0 48,1 57,8 71,3 60,1 81,6 

 
Анализ  всех полученных данных показал, что в 

половом соотношении самки преобладают над 

самцами. На основе литературных данных [11] и 

оригинальных наблюдений все найденные колонии 

являются зимующими. Это объясняется тем, что 

данному виду рукокрылых свойственна гаремная 

полигиния, поэтому взрослые самцы образуют гон-

ные колонии, в которых присутствуют обычно от 6 

до 20 самок. При подготовке к зимовке гонные ко-

лонии могут объединяться от 50 и более особей в 

одном убежище, увеличивая свою численность за 

счет молодых самок и самцов, которые не образуют 

гонную колонию. 

Отличие в количественном отношении взрослых 

и молодых самцов следует рассматривать как ха-

рактерную особенность данного вида. Взрослые 

самцы массово находятся в выводковых колониях 

только во время гона, после окончания периода 

интенсивного спаривания распределяются по близ-

лежащей территории более равномерно, нежели 

самки. У самцов старших возрастов не выражена 

явная филопатрия (в отличие от самок) [10]. 

Что касается различий по трем основным пара-

метрам (масса тела, длина предплечья и длина те-

ла), то у самок прослеживается явный половой ди-

морфизм по весовым значениям. Самки обладают 

большей массой тела, чем самцы. По длине пред-

плечья и длине тела самки практически не отлича-

ются от самцов. Различие в весе, вероятно, связано 

с тем, что самкам необходимо немного больше за-

паса жировой ткани для благоприятного протека-

ния беременности и дальнейшего вскармливания 

детенышей. 
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Pipistrellus kuhlii Kuhl. в Ростовской области,  отмеченный впервые в 1975 г., к настоящему времени расселился 

по всем районам, стал одним из многочисленных оседлых синантропных видов Chiroptera. Рассмотрены причины 

его синантропизации и расселения. Используемые в статье данные были получены авторами в Ростовской области 

в период с 2009 по 2014 г. Проведена сравнительная характеристика мест обитания, размножения и зимовок не-

топыря Куля. Проведен анализ по экстерьерным показателям всех пойманных особей. 

 

Ключевые слова:  Pipistrellus kuhlii Kuhl., Ростовская область, расселение, местообитание, Chiroptera, синан-

тропизация. 

 

Pipistrellus kuhlii Kuhl. in the Rostov Region marked by the first time in 1975, to date settled in all areas, has become 

one of the many species of synanthropic settled Chiroptera. Considers the reasons it synanthropization and resettlement. Da-

ta used in this article were obtained by the authors in the Rostov Region in the period from 2009 to 2014. Made a compara-

tive characteristics of habitats, breeding and wintering bat Kul. As well, exterior figures were analyzed for all captured indi-

viduals. 

 

Keywords: Pipistrellus kuhlii Kuhl., Rostov region, settlement, habitat, Chiroptera, synanthropization. 

 

Впервые выводковая колония этого вида в Рос-

товской области (РО) отмечена в 1975 г. в Ростове 

н/Д [1]. До этого момента сведений о его обитании 

здесь не было, хотя фауна населенных пунктов 

изучалась довольно интенсивно. Приводимый ниже 

материал собран нами в период изучения рукокры-

лых РО с 2009 по 2014 г. путем обследования раз-

личных мест возможного обитания летучих мышей 

с применением многих методик наблюдения и уче-

та, включая бет-детектор Pettersson D240X. Авто-

рами использованы музейные коллекции и архивы 

Ростовского госуниверситета (РГУ), коллекции 

зоологического музея МГУ (ЗМУ), имеющиеся ли-

тературные данные. 

После первого обнаружения нетопырь Куля, или 

средиземноморский нетопырь, стал интенсивно рас-

селяться по территории РО, выходя за ее пределы. 

Позднее он был найден в Волгодонске, Пролетарске, 

Сальске, в с. Сандата Сальского района, с. Развиль-

ном Песчанокопского района [2], в станице Кали-

нинской и х. Вербовый Лог Дубовского района [3], 

в станицах Боковская и Кружилинская Боковского 

района, Казанская, в х. Пузановском Верхнедон-

ского района и других местах [4]. Нами особи этого 

вида встречены в населенных пунктах практически 

всех обследованных районов РО. 

К настоящему времени нетопырь Куля на Дону 

является оседлым, обычным, местами самым мас-

совым видом из рукокрылых. Обитает только в ан-

тропогенном ландшафте, его места размножения, 

летние и зимние убежища связаны исключительно 

со строениями людей, а зимовки – с отапливаемы-

ми помещениями. Особи нетопыря Кули встреча-

ются в городах, сельских и других населенных 

пунктах разных размеров. В естественных убежи-

щах (гроты, пещеры, ниши, трещины, подвалы, 

штольни, дупла и др.) нами не отмечались. Связь с 

водоемами и древесной растительностью проявля-

ется только через обилие кормовых объектов. Мы 

их наблюдали в п. Волочаевском и других населен-

ных пунктах юга-востока РО, где древесная расти-

тельность крайне бедная, водоемы характеризуют-

ся высокой солѐностью, а пресная вода является 

дефицитной.  

Обилие нетопырей в населенных пунктах зависит 

от наличия и количества в них кирпичных или па-
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нельных зданий. Наибольшее количество особей мы 

наблюдали в г. Ростове н/Д; много – в других горо-

дах (Таганрог, Азов, Аксай, Шахты, Миллерово и 

др.); нередко – в сельских населенных пунктах. Ак-

тивно, в течение нескольких лет после пуска в экс-

плуатацию, заселяют новые многоэтажные дома. 

Менее интенсивно используют убежища (в том чис-

ле и выводковые) в одиноких строениях в различ-

ных ландшафтах. Так, колония самок (более 40) с 

детенышами встречена 19.07.2003 г. на кордоне 

Верхнедонского лесхоза в окр. ст. Казанской [2]. 

В Ростове мы осмотрели более 30 убежищ нето-

пыря Кули. Здесь он является многочисленным 

оседлым видом из рукокрылых (за 2014 г. было 

поймано 769 особей). Встречается во всех районах 

города. Заселяет старые и новые многоэтажные 

здания, малоэтажные и одноэтажные кирпичные и 

панельные строения. В неотапливаемых строениях 

(гаражи, склады и др.) не встречался. Обычен и 

многочислен в районах с многоэтажными застрой-

ками как в центре (пр. Ворошиловский, Буденнов-

ский, ул. Б. Садовая,  Пушкинская и т.д.), так и на 

периферии (ул. Левобережная, Днепропетровская, 

Пескова; Зеленый остров и др.) города. В центре 

города было поймано 533 особи, на периферии – 

236. Нетопыри наиболее многочисленны в местах с 

крупными многоэтажными массивами. В одном 

строении может быть несколько зимних и летних 

убежищ, а общая численность достигать 400 и бо-

лее особей. Убежищами являются чердаки, щели 

между плитами и панелями в бетонных и кирпич-

ных зданиях, ниши между кирпичами, под карни-

зами, оконные рамы, вентиляционные люки, полые 

стены построек, другие элементы строений. Для 

зимовки используются глубокие полости в отапли-

ваемых зданиях, нередко выводковые и зимние ко-

лонии располагаются в одной нише. Основным ус-

ловием убежищ для зимовки является сохранение 

ими определѐнных температур в холодный период, 

независимо от их изменений в окружающей среде. 

Благодаря отоплению зданий зимой здесь сохраня-

ется достаточная для выживания зверьков темпера-

тура. 

Нетопырь Куля относится к мелким рукокры-

лым. Для особей, обитающих в Средиземноморье и 

Передней Азии, длина тела 41÷48 мм, длина пред-

плечья 31÷37 мм [5]. Показатели нетопырей, полу-

ченные нами в РО (преимущественно в г. Ростове 

н/Д), приведены в таблице. 

На охоту они вылетают поздно – в темных су-

мерках, летают всю ночь над дворами, улицами, 

невысоко от земли. Полет быстрый, прямолиней-

ный, обычно без резких поворотов, лишь иногда 

нетопыри медленно описывают круги. Охотящие-

ся особи встречаются около искусственных ис-

точников света. 
 

Экстерьерные показатели нетопыря Куля в РО 

 

Пол 
Кол-

во 

Длина предплечья, мм Масса, г 

Сред-

няя 

Мини- 

маль-

ная 

Макси- 

маль-

ная 

Сред-

няя 

Мини- 

маль-

ная 

Макси- 

маль-

ная 

Сам-

цы 
275 34,1 31,3 36,2 7,1 5,2 9,4 

Сам-

ки 
494 34,6 32,1 36,8 8,2 5,6 11,2 

Всего 769 34,3 31,3 36,8 8,1 5,2 11,2 

 

В теплый период самцы и самки чаще держатся 

отдельно. Исключением являются гонные и зимние 

колонии. В выводковых колониях находится от 20 

до 40 самок, реже до 100 (самцы в них не обнаруже-

ны). Так, в одном из многоэтажных домов на окраи-

не города (Западный жилой массив) при замене окон 

была обнаружена выводковая колония самок, со-

стоящая из 93 особей (включая новорожденных). С 

другими видами нетопырь Куля смешанных коло-

ний не образует. В литературе [3] и наших находках 

отмечены лишь единичные случаи нахождения в 

убежищах особей этого и других видов. 

В зависимости от погодных условий нетопыри 

впадают в спячку в октябре−ноябре, а весной выле-

тают в апреле. Во время оттепелей их активность 

повышается, и зверьков можно встретить летающи-

ми даже в зимние месяцы. В феврале 2001 г. один 

нетопырь регулярно в ночное время выходил из-под 

облицовочных материалов и летал в квартире на 4-м 

этаже пятиэтажного дома в Ростове. В марте при 

потеплении он вылетел через форточку на улицу. В 

суровые, затяжные и неустойчивые по погоде зимы 

отмечается гибель части зимующих зверьков [3]. 

В литературе широко обсуждаются вопросы 

воздействия потепления и аридизации климата на 

животный мир. Не исключая эти факторы, по на-

шему мнению, основное влияние на расселение 

нетопыря Кули в северном направлении и его си-

нантропизацию в новых регионах оказывает антро-

погенная трансформация ландшафтов. Урбаниза-

ция и рекреационное использование природных 

территорий (туристические, охотничьи, спортив-

ные и другие базы, детские лагеря, дачные участки, 

и т.п.) положительно влияют на проникновение 

вида в новые районы и его численность. Этот пе-

реднеазиатский сухо- и теплолюбивый нетопырь 

[6], относимый Н.К. Верещагиным к древнесреди-

земноморскому комплексу, исторически обитает на 

юге Палеарктики, в условиях субтропического 

климата средиземноморского типа, характерного 

для Средиземноморского бассейна, и аридных тер-
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риторий Средней Азии, где предпочитает ланд-

шафты низких безлесных плоскогорий, предгорий 

и жарких низменностей [7, 8]. До середины ХХ в. 

был распространен в Южной Европе, Передней, 

Малой и Средней Азии, Иране, Афганистане, Син-

де, Кашмире, Северной, Восточной и Южной Аф-

рике, а на территории бывшего СССР – в Крыму 

(находки до 1912 г.), Закавказье, в низовьях р. Аму-

Дарьи и в окр. Аральска [5]. А.К. Темботов приво-

дит этот вид для восточной части Закавказья и ни-

зовьев р. Самуры [9]. 

Одним из важных факторов в распространении 

нетопыря Куля являются низкие температуры в 

холодный период года. В пределах его современно-

го ареала можно найти полный переход от простого 

снижения активности в зимнее время в субтропи-

ческой Аравии [10], где температура в холодный 

период не бывает ниже +5 ÷ +10 °С, до зимней 

спячки в холодное время, продолжающегося в ус-

ловиях Юга России до 5−6 месяцев. 

В 60-е гг. Н.К. Верещагин отметил интенсивный 

рост численности средиземноморского нетопыря в 

Закавказье, который, по его наблюдениям, начался 

в 40-е гг. [7]. Первые находки особей этого вида на 

Северном Кавказе отмечены в 1975, 1977 г. [1]. Во 

второй половине ХХ в. началось интенсивное рас-

селение данного вида в северном направлении. К 

90-м гг. он широко обитал в Краснодарском и 

Ставропольском краях, Ростовской, Астраханской, 

Волгоградской, Саратовской, Гурьевской и Ураль-

ской областях, Республике Калмыкия [3]. Здесь 

зафиксированы лишь единичные случаи нахожде-

ния отдельных нетопырей в естественных укрыти-

ях под корой деревьев, что, вероятно, связано со 

случайным залетом и временным использованием 

убежищ. К настоящему времени этот вид широко 

расселился в Крыму, южных областях Украины, 

проникнув до Киева [11], отмечен в Молдове [12], 

Белгородской [13], Тамбовской [14], Московской 

[15] и Пензенской [16] областях, Магнитогорске в 

Зауралье [17]. За короткий срок нетопырь Куля не 

только широко распространился на Кавказе, в пус-

тынной (в Астраханской области), степной и лесо-

степной зонах, но и стал в ряде регионов много-

численным видом рукокрылых [18]. 

Расселению и распространению нетопыря Кули 

далеко на север в последние 40÷50 лет способство-

вали формирование синантропных группировок в 

историческом ареале и активное строительство 

многоэтажных отапливаемых сооружений к северу 

от этого ареала. Данное строительство активно 

происходило в 60 − 80-е гг. ХХ в., в последние 10-

летия. В эти годы проходило интенсивное рекреа-

ционное освоение побережий Черного и Каспий-

ского морей, строительство многоэтажных курорт-

ных, жилищных, промышленных и другого назна-

чения в районах современного распространения 

нетопыря Кули. Расселяющаяся на север синан-

тропная группировка продолжала адаптироваться к 

условиям более северных районов. Нахождение 

мертвых особей в продолжительные холодные зи-

мы с периодическими оттепелями в неотапливае-

мых строениях не только связано с климатически-

ми факторами, но и свидетельствует о сложности 

данного процесса. 
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Изучалось функционирование системы гемостаза у лактирующих коров  при клинической форме мастита. Для 

диагностики применялся метод тромбоэластографии, позволяющий за один тест оценить все звенья свертываю-

щей системы крови. Описан принцип работы тромбоэластографа TEG5000. В результате исследования установ-

лено, что при воспалении молочной железы у лактирующих коров наблюдается выраженная активация системы 

гемокоагуляции. 

 
 Ключевые слова: гемостаз, тромбоэластограмма, коровы, мастит, сгусток, фибрин. 

 
The work on the hemostasis system functioning study in lactating cows under the clinical mastitis form has been per-

formed. Tromboelastography method allowing estimate all the parts of blood clotting system per one test has been used for 

diagnosis. The concept of tromboelastography TEG5000 work has been described. The result determines that under the 

mammary gland inflammation in lactating cows a marked activation of hemocoagulation system has been observed.  

 
Keywords: haemostasis, thromboelastogramma, cows, mastitis, clot, fibrin. 

 
Изучалось функционирование системы гемоста-

за у лактирующих коров  при клинической форме 

мастита. Для диагностики применялся метод тром-

боэластографии, позволяющий за один тест оце-

нить все звенья свертывающей системы крови. 

Описан принцип работы тромбоэластографа 

TEG5000. Установлено, что при воспалении мо-

лочной железы у лактирующих коров наблюдается 

выраженная активация системы гемокоагуляции. 

В настоящее время не вызывает сомнений, что 

морфофункциональные особенности лактационно-

го периода у коров во многом зависят от интенсив-

ности кровоснабжения вымени. Для образования 

1 л молока необходимо, чтобы через вымя прошло 

400 – 500 л крови. Особенностям кровоснабжения 

молочной железы у коров посвящено довольно 

много работ [1−3]. Но данные о функционировании 

системы гемостаза у коров в период лактации не-

многочисленны и неполны. От этой системы в зна-

чительной степени зависит уровень доставки необ-

ходимого количества кислорода и питательных ве-

ществ, необходимых для образования молока. 

Во время лактации организм коров испытывает 

сильное физиологическое напряжение, что может 

привести к снижению сопротивляемости к неблаго-

приятным условиям внешней среды и возникнове-

нию различных заболеваний, которые могут вызы-

вать избыточную активацию системы гемокоагуля-

ции в сторону увеличения тромбообразования [3, 4]. 

Для комплексной оценки функционирования 

системы гемостаза, как дополнение к традицион-

ным методам, многие авторы рекомендуют при-

менять метод тромбоэластографии [5−7]. Боль-

шинство научных работ посвящено использова-

нию этого метода для исследования функциони-

рования системы гемостаза у собак, кошек и ло-

шадей [5, 8, 9,]. Применению метода тромбоэла-

стографии у крупного рогатого скота в норме и 

при патологии, к сожалению, не уделялось долж-

ного внимания.  

Поэтому целью нашего исследования было изу-

чение функционирование системы гемостаза у лак-

тирующих коров при клинической форме мастита 

методом тромбоэластографии (ТЭГ). 
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Материал и методы 
 

Исследования проводились на коровах айршир-

ской породы молочно-товарного комплекса «Май-

ский» СХПК «Племзавод Майский» Вологодского 

района. В ходе опыта все животные находились в 

одинаковых условиях содержания и кормления, 

которые существенно не менялись в течение опыта. 

По результатам диспансеризации были созданы 

две опытные  группы животных,  находящиеся на   

4 – 5-м месяце лактации. В первую группу вошли 

клинически здоровые животные (n=10), во вторую – 

больные клиническим маститом (n=30). 

Кровь для исследования брали из яремной вены 

с использованием вакуумных систем для взятия 

венозной крови в пробирки с 3,8%-м раствором 

цитрата натрия. Исследование взятых образцов 

крови проводили на анализаторе TEG®5000. 

Анализатор измеряет физические свойства сгу-

стка крови, используя для этого специальную ци-

линдрическую чашечку, в которую помещается 

образец крови. Чашечка совершает вращательные 

движения относительно своей оси на угол 4°45
'
. 

Каждый вращательный цикл длится 10 с. Стер-

жень, погруженный в образец крови, был подвешен 

на скручивающейся нити. Крутящий момент вра-

щающейся чашечки передается на погруженный в 

образец стержень только после того, как образую-

щийся за счет фибрино-тромбоцитарных связей 

сгусток начинает соединять чашечку и стержень 

вместе. Сила этих связей определяет угол поворота 

стержня: несвернувшаяся кровь не передает вра-

щение, рыхлый сгусток лишь частично передает 

вращение, а прочный сгусток заставляет стержень 

двигаться синхронно с чашечкой.  

Как только сгусток начинает сжиматься или 

разрушаться, связи рвутся, взаимодействие между 

чашечкой и стержнем ослабевает и передача дви-

жения чашечки на стержень уменьшается. Враща-

тельные движения стержня фиксируются компью-

тером и записывается кривая − тромбоэластограм-

ма (рис. 1) [10]. 
 

 
 

Рис. 1. Графическое изображение тромбоэластограммы 

При интерпретации полученных данных мы 

оценивали пять основных параметров образования 

сгустка и его лизиса: R – время реакции, которое 

отражает скорость образования тромбопластина и 

соответствует первой невидимой фазе свертывания 

крови, мин; K − время коагуляции, необходимое 

для достижения максимальной плотности сгустка, 

мин; α − угловая константа, измеряет скорость об-

разования прочного фибринового сгустка (процесс 

уплотнения или степень прочности формирования 

сгустка), градусы; MA − максимальная амплитуда, 

отражает физические качества сгустка и соответст-

вует III фазе свертывания крови, мм. Величина МА 

соответствует концу продуктивной фазы свертыва-

ния, после которой начинается ретракция сгустка и 

фибринолиз, отражает свертывающую активность 

тромбоцитов и фибриногена; LY 30 − индекс фиб-

ринолиза, т.е. процент, на который уменьшается 

величина (амплитуда) сгустка в течение 30 мин 

после достижения МА.  

Результаты, полученные в ходе исследований, 

обрабатывали с помощью программы Microsoft 

Exсel. Значения полученных результатов представ-

лены в виде M±m, где М – средняя величина; m – 

стандартная ошибка средней. Сравнение между 

собой данных проводилось с применением t-кри-

терия Стьюдента [11, 12].  
 

Результаты исследований и обсуждение 
 

Большая информативность метода ТЭГ позво-

лила нам получить данные, которые характеризуют 

не только процесс свѐртывания крови в целом, но и 

отдельные его фазы. Изменения в системе гемоста-

за мы определяли при сравнении показателей тром-

боэластограммы опытной и контрольной групп жи-

вотных (рис. 2).  

При анализе результатов полученных тромбо-

эластограмм у больных клиническим маститом ко-

ров наблюдали ускорение времени начала форми-

рования нитей фибрина (R) (р ≤ 0,05). У здоровых 

коров время R составило 23,37 ± 2,49 мин, у боль-

ных – 15,5 ± 1,07.  

Расхождение ветвей ТЭГ на 20 мм от начала 

формирования нитей фибрина у больных маститом 

коров происходило за 8,04 ± 0,94 мин. Это быстрее, 

чем у животных контрольной группы на 32,2 %  

(К = 11,86 ± 3,2 мин). 

Скорость роста фибриновой сети повышена у 

коров с клиническими признаками мастита, на что 

указывает увеличение показателя α. Показатель 

МА у больных животных, который характеризует 

механическую плотность образовавшегося сгустка, 

Образование 

сгустка 
Фибринолиз 

А30 
МА 

LY30 

R K 

30 мин 
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был достоверно (р ≥ 0,05) выше, чем у здоровых 

животных, и составил 83,57 ± 0,67 мм. 

 

 
 

Рис. 2. Показатели тромбоэластограммы у здоровых коров 

 и больных клинической формой мастита 

 

Индекс фибринолиза (LY30), регистрирующий-

ся через 30 мин после достижения кривой тромбо-

эластограммы максимальной амплитуды и  харак-

теризующий процесс растворения сгустка, у боль-

ных коров был равен 0 %, тогда как у здоровых 

животных  достигал 0,06±0,05 %.  

Из анализа полученных данных следует, что при 

клинических формах мастита у коров отмечается 

выраженная активация системы гемостаза. В этот 

период в организме развивается состояние гипер-

коагуляции, наблюдается ухудшение реологиче-

ских свойств крови. 
 

Выводы 
 

Изменение интенсивности непрерывно проте-

кающего свертывания крови сопровождает боль-

шинство физиологических и патологических со-

стояний организма, вызываемых реакцией напря-

жения. Не является исключением в этом смысле и 

период лактации у молочных коров. 

В середине лактационного периода у здоровых 

коров наблюдается усиление фибринолиза, что 

обеспечивает оптимальные реологические свойства 

крови и эффективное кровоснабжение всех орга-

нов. Именно в этот период удои достигают своего 

максимума [4].  

При воспалении молочной железы у коров на-

блюдаются изменения в системе гемостаза, ведущие 

к повышенному тромбообразованию. Исследование 

системы гемостаза при помощи метода тромбоэла-

стографии позволяет быстро оценить состояние как 

плазменного, так и тромбоцитарного звеньев свер-

тывающей системы крови и своевременно назначить 

обоснованную патогенетическую терапию. 
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В результате анализа многолетней информации Росгидромета, включая современный период (2001−2013 гг.), 

установлено, что в Пролетарском и Веселовском водохранилищах  в число характерных загрязняющих веществ вхо-

дят соединения магния, сульфаты и хлориды, которые ежегодно встречаются в 50 % и более проб воды. При этом 

концентрации их значительно превышают рыбохозяйственные ПДК, достигая уровня высокого и экстремально вы-

сокого загрязнения, и обусловливают повышенную минерализацию. Наибольшие величины содержания солей и мине-

рализации в настоящее время наблюдаются в восточном отсеке  Пролетарского водохранилища, что связано с 

природными особенностями территории его расположения. По общему уровню загрязнения, куда солевое загрязне-

ние вносит существенный вклад,  воды оценены как грязные и даже очень грязные с преобладающей тенденцией 

роста загрязнения в большинстве створов водохранилищ. 

 

Ключевые слова: Пролетарское и Веселовское водохранилища, солевой состав вод, минерализация, загрязнен-

ность.  

 

Characteristic pollutants of water in Proletarian and Veselovski Reservoirs are magnesium, sulfates and chlorides which 

annually meet in 50% and more water samples due to analysis of long-term information of Roshydromet, including the mod-

ern period (2001-2013). Thus their concentrations considerably exceed maximum permissible concentration, reach the level 

of high and extremely high pollution, and cause high level of mineralization. The highest quantity of salts and level of mine-

ralization are observed in the Proletarsk reservoir now. It can be explained by natural particularities of the territory. Total  

water pollution is estimated as dirty and even very dirty with tendency of growth of pollution in the majority of sections of re-

servoirs. Salt pollution predominates in total  water pollution. 

 

Keywords: Proletarian and Veselovski Reservoirs, salt composition of waters, mineralization, pollution. 

 

Пролетарское и Весѐловское водохранилища по-

строены на реке Западный Маныч в 1932−1936 гг. [1, 

2]. На базе этих антропогенно-трансформирован-

ных водоѐмов был в той или иной мере решен це-

лый ряд проблем гидроэнергетики и водного 

транспорта, питьевого, коммунального и промыш-

ленного водоснабжения, сельскохозяйственной и 

рыбохозяйственной отраслей, рекреации Ставро-

польского и Краснодарского краев, Калмыкии и 

Ростовской области.  

Одной из главных задач  этих водохранилищ 

является удовлетворение нужд водопользователей 

в воде надлежащего качества, в том числе соответ-

ствующей требованиям по загрязненности, химиче-

скому составу и минерализации. Повышенная ми-

нерализация воды является актуальной проблемой 

для этих водохранилищ с момента создания [3−5], 

однако публикаций об уровне их солевого загряз-

нения и изменениях минерализации за многолет-

ний период, включая последние десятилетия, мы не 

встретили в доступной литературе. В этой связи в 

mailto:koxanistaya@bk.ru
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настоящей работе представлены результаты анали-

за солевого загрязнения Пролетарского и Веселов-

ского водохранилищ,  влияние его на качество во-

ды в современный период и тенденции многолет-

них изменений. 

Общий уровень загрязненности водохранилищ в 

значительной степени обусловлен солевым загряз-

нением. При этом следует отметить, что некоторые 

главные ионы отнесены к характерным загрязняю-

щим веществам  Пролетарского и Веселовского во-

дохранилищ. В мониторинге Росгидромета термин 

«характерные загрязняющие вещества» использует-

ся для обозначения веществ, у которых повторяе-

мость концентраций, превышающих ПДК, составля-

ет более 50 % в год [6]. Как показывает анализ, к 

характерным загрязняющим вещест-

вам Пролетарского водохранилища в 

последнее десятилетие относят со-

единения магния, хлориды и суль-

фаты [7]. Содержание таких загряз-

няющих веществ, как соединения 

магния и хлориды, в створах пре-

вышает ПДК в 11−48 раз, достигая 

уровня высокого загрязнения (ВЗ) 

(4-го класса опасности). Содержание 

сульфатов в створе п. Правый Ост-

ров (рис. 1а) также достигало уровня 

ВЗ, а иногда и экстремально высоко-

го загрязнения (ЭВЗ) с превышени-

ем концентраций более чем в 50 раз; 

в створе с. Маныч-Грузское (рис. 1б) 

содержание сульфатов в каждом 

году наблюдений соответствовало 

уровню ЭВЗ [8]. Исключением был 

створ Пролетарский гидроузел, где 

хлориды не относились к характер-

ным загрязняющим веществам, а 

содержание других веществ было 

гораздо ниже. Содержание сульфа-

тов было высоким, но не достигало 

уровня ВЗ (8,1−10,3 ПДК). Содер-

жание магния не превышало  ПДК 

более чем в 3 раза. 

В створах Веселовского водо-

хранилища, как и в створе Проле-

тарский гидроузел, характерными 

загрязняющими веществами были 

соединения магния и сульфаты. Со-

держание сульфатов в некоторые 

годы достигало уровня ВЗ, напри-

мер, с 2006 по 2008 г.  и в 2011 г. в 

створе х. Валуйский (рис. 2). Со-

держание магния не превышало 

ПДК более чем в 4 раза. 

Следствием солевого загрязнения является по-

вышенный уровень минерализации. В настоящее 

время общий уровень минерализации воды в водо-

хранилищах остается различным. В 2013 г. в двух 

створах Пролетарского водохранилища минерали-

зация была очень высока: в створе п. Правый Ост-

ров  19,2 г/дм
3
 и в створе с. Маныч-Грузское  

16,9 г/дм
3
. В многолетнем плане в этих створах не 

прослеживалось четкой закономерности в измене-

нии минерализации. Однако можно сказать, что по 

годам изменения еѐ уровней происходили однооб-

разно, только менялись в разных диапазонах:  от 

13,6
 
до  22,2 г/дм

3
  в створе п. Правый Остров и от 

16,9 до 37,5 г/дм
3
 в створе с. Маныч-Грузское.  

 
а 

 

 
б 
 

Рис. 1. Динамика изменений содержания характерных загрязняющих веществ  

в створах восточного отсека Пролетарского водохранилища: 

 а − п. Правый Остров;  б − с. Маныч-Грузское (2001−2013 гг.) 
 

 
 

Рис. 2. Содержание сульфатов в воде створов  

Веселовского водохранилища  в 2001−2013 гг. 

 

 

Годы 
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В створе Пролетарский гидроузел уровень ми-

нерализации был значительно ниже и в 2013 г. со-

ставлял 1,7 г/дм
3
. Определенной закономерности во 

временных изменениях минерализации также не-

возможно выявить, так как она изменялась скачко-

образно в небольшом диапазоне (1,2 − 2,4 г/дм
3
). 

В Веселовском водохранилище в 2013 г.  еѐ об-

щий уровень по створам колебался в пределах 

1,6−1,7 г/дм
3
. В течение периода исследования во 

всех створах хорошо прослеживается следующая 

тенденция: с 2001 г. происходит постепенное увели-

чение минерализации. Далее в 2006−2008 гг. уро-

вень последней достигает пика; самое большое зна-

чение отмечено в створе х. Валуйский (2,2 г/дм
3
), 

затем наблюдается уменьшение до уровня 2013 г. 

По уровню минерализации оба водохранилища 

относятся к солоноватым [7]), что в значительной 

степени объясняется природными особенностями 

данной территории. Источником накопления солей 

в обоих водохранилищах являются засоленные  

донные отложения p. Западный Маныч. Соли со-

лончаков и солончаковых почв смываются дождя-

ми и талыми водами в водохранилища. 

Наибольшая минерализация наблюдается в 

Пролетарском водохранилище, которое создано на 

р. Западный Маныч: от верховья реки до Пролетар-

ской плотины и включает в себя Большой Лиман с 

оз. Маныч-Гудило в центре [2]. До возникновения 

водохранилища вода лиманов и озер, расположен-

ных на берегах р. Западный Маныч и вдоль его 

русла (оз. Маныч-Гудило), под действием испаре-

ния в маловодные годы постепенно превращалась в 

рапу, а затем высохла. Дно водоемов, образованное 

синей глиной, покрывалось кристаллами соли, в 

результате чего вода реки даже в большие паводки 

отличалась высоким содержанием солей, увеличи-

вающемся с продвижением на восток, а затем вновь 

несколько распресняющемся под воздействием ве-

сенних вод р. Калаус [4]. 

Пролетарское водохранилище разделено Ново-

Манычской дамбой на два отсека: западный (вклю-

чающий створ Пролетарский гидроузел) и восточ-

ный (включающий створы п. Правый Остров и с. 

Маныч-Грузское) (рис. 3), которые имеют разный 

гидрохимический режим. Восточный отсек являет-

ся наиболее минерализованным потому, что опрес-

ненные воды реки Большого Егорлыка растворяют-

ся в воде оз. Маныч-Гудило, а небольшие по объе-

му воды р. Калаус, по мнению [4], не достигают 

этого участка вследствие сильного испарения в 

восточной части водоема. Западный отсек водохра-

нилища сформировался как самостоятельный район 

после постройки дамбы в 1933 г. Он является про-

точным  вследствие  поступления  в него воды из  

р. Большой Егорлык и последующего сброса в Ве-

селовское водохранилище [1], которое находится 

ниже по течению р. Западный Маныч и охватывает 

участок от Пролетарской плотины  до плотины в рай-

оне  п. Веселого, включая прилегающую озѐрную 

систему. При наполнении водохранилища посту-

пающая масса пресной воды в первую очередь зали-

вала пониженные участки, смывая с поверхности 

большое количество солей. Этот процесс определил 

высокие значения минерализации в первые годы [5].  

Мелководность и сглаженность рельефа дна водо-

хранилищ, многолетние изменения водности и по-

годных условий  определяют особенности гидроло-

гической ситуации, играющей важную роль в форми-

ровании химического состава вод. Требования водо-

пользователей к химическому составу и минерализа-

ции Пролетарского и Веселовского водохранилищ 

привели к необходимости их опреснения.  
 

 

Рис. 3. Карта-схема Пролетарского и Веселовского водохранилищ и основных источников поступления воды для опреснения [3] 
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Опреснение Пролетарского водохранилища 

происходит преимущественно за счет притока ку-

банской воды. Однако наблюдается  большая раз-

ница уровней минерализации в отсеках Пролетар-

ского водохранилища в связи с тем, что в западный 

отсек постоянно поступают для опреснения  до-

вольно большие массы менее минерализованной 

кубанской воды, когда восточный, напротив, ха-

рактеризуется бессточностью, что в сочетании с 

большим испарением создает благоприятные усло-

вия для накопления солей [8]. 

Местный сток не имеет большого значения для 

состава вод Пролетарского водохранилища. Кроме 

подачи кубанской воды по руслу р. Большой Егор-

лык, в западный отсек поступает и донская вода из 

Донского магистрального канала (ДМК) (рис. 3), а 

восточный отсек подпитывается притоками рек 

Калаус и Большой Егорлык.  

Питание Веселовского водохранилища проис-

ходит за счет стока донской воды через ДМК, через 

пропуски Пролетарского гидроузла и в небольшом 

объеме за счет возвратных вод с рисовых полей 

Пролетарской оросительной системы. Местный 

сток формируется маловодными реками и балками, 

большинство из них пересыхает и наблюдается 

только во время половодья, которое происходит 

преимущественно в марте. Следует отметить, что в 

этом водохранилище, кроме поступления вод, про-

исходит и забор их на орошение Азовской, Весе-

ловской и Манычской ирригационных систем.  

Итак, чтобы оценить вклад солевого загрязнения 

в состояние водных экосистем водохранилищ, необ-

ходимо дать оценку качества воды. Для оценки ка-

чества воды использован удельный  комбинаторный 

индекс  загрязненности воды (УКИЗВ), принятый в 

мониторинге Росгидромета. Он представляет собой 

комплексный относительный показатель уровня за-

грязненности поверхностных вод, условно оцени-

вающий в виде безразмерного числа долю загряз-

няющего эффекта, вносимого в общий уровень, обу-

словленный  одновременным присутствием ком-

плекса загрязняющих веществ [5].  

Как показал анализ, наиболее загрязнена вода в 

Пролетарском водохранилище. В 2013 г. в створе  

п. Правый Остров вода оценена как грязная (4 «б» 

класс; УКИЗВ  4,62), а в створе с. Маныч-Грузское − 

как очень грязная (4 «в» класс; УКИЗВ 6,19). Ме-

нее  загрязненной она была в створе Пролетарский 

гидроузел и оценивалась как грязная (4 «а» класс; 

УКИЗВ 3,63). 

В многолетней динамике в большинстве створов 

Пролетарского водохранилища качество воды со 

временем улучшалось. В начале периода исследо-

вания (2001 г.) вода  створов  п. Правый Остров и  

с. Маныч-Грузское была экстремально грязной (5-й 

класс; УКИЗВ 7,37−7,42).  Исключением был створ 

Пролетарский гидроузел, где качество воды ухуд-

шалось с 2001 по 2013 г. Здесь вода оценивалась, 

как очень загрязненная  (3 «б» класс; УКИЗВ 3,23) 

в начале периода исследования и как грязная (4 «а» 

класс; УКИЗВ 3,63) − в конце. 

 В Веселовском водохранилище во всех створах 

в 2013 г. вода была грязной (4 «а» класс; УКИЗВ 

4,05−4,32).  Следует отметить, что в Веселовском 

водохранилище так же, как и в створе Пролетар-

ский гидроузел, качество воды со временем ухуд-

шилось: перешло в более высокий класс, так как в 

начале периода вода была  менее загрязненной  

(3 «б» класс; УКИЗВ 2,93−3,00). Таким образом, 

описанная ранее общая тенденция роста минерали-

зации вод Пролетарского и Веселовского водохра-

нилищ за многолетний период с 1971 по 1991 г. [1, 

2] в общих чертах сохранилась, хотя и наблюда-

лись отдельные периоды улучшения качества воды 

по комплексу показателей. 
 

Выводы 
 

Характерными загрязняющими веществами вод 

Пролетарского и Веселовского водохранилищ во 

всех створах являются сульфаты и соединения маг-

ния. Количество превышений ПДК по сульфатам в 

отдельные годы соответствовало уровню ВЗ в 

большинстве створов рассматриваемых водохрани-

лищ. Исключением были створы восточного отсека 

Пролетарского водохранилища (п. Правый Остров 

и с. Маныч-Грузкое), где содержание сульфатов во 

все годы соответствовало уровню ВЗ, а иногда и 

ЭВЗ. Превышение ПДК по соединениям магния 

достигало уровня ВЗ только в створах восточного 

отсека. Следует отметить, что к характерным за-

грязняющим веществам восточного отсека добав-

ляются хлориды, которые также во все годы дости-

гали уровня ВЗ.  

Химический состав  воды Пролетарского и Ве-

селовского водохранилищ существенно зависит от 

природных особенностей территории, в частности, 

от засоленных отложений второй теppасы и поймы 

p. Маныч, влияния талых и дождевых вод, вымы-

вающих соли солончаков и солончаковых почв. 

Эти особенности обусловливают высокий уровень 

минерализации вод, которая наблюдается с момен-

та их создания и до настоящего времени, несмотря 

на мероприятия по опреснению. Наиболее высоко-

минерализованной остается восточный отсек Про-

летарского водохранилища, созданного на месте 

соленого озера Маныч-Гудило. 

В восточном отсеке Пролетарского водохрани-

лища в современный период (2013 г.) уровень ми-

нерализации колебался в пределах 16,9−19,2 г/дм
3
, 

что в 10−11 раз превышает минерализацию в за-
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падном отсеке (1,7 г/дм
3
). Опреснение восточного 

отсека Пролетарского водохранилища не принесло 

больших изменений вследствие малого объема по-

ступления опресняющих вод и сильного испарения 

в этой части водохранилища. 

В Веселовском водохранилище уровень мине-

рализации вод в 2013 г. был относительно низким и 

практически не отличался от уровня в  западном 

отсеке Пролетарского водохранилища.  

Тенденции многолетних изменений наиболее 

четко прослеживаются по общему уровню минера-

лизации воды Веселовского водохранилища, где 

выявлено увеличение до 2006−2008 гг. и после-

дующее незначительное уменьшение.  

Солевое загрязнение Пролетарского и Веселов-

ского водохранилищ играет важную роль в общей 

оценке качества воды. В  2013 г. последнее в ство-

рах восточного отсека Пролетарского водохрани-

лища, отличающегося максимальным уровнем 

минерализации, соответствовало водам грязным и 

очень грязным (4 «б» и «в» классы), тогда как  в 

остальных створах водохранилищ − было не-

сколько лучше (вода грязная, 4 «а» класс).  

В многолетнем плане качество воды в большин-

стве створов водохранилищ ухудшалось. В запад-

ном отсеке Пролетарского водохранилища и  Весе-

ловском водохранилище качество воды перешло из 

воды очень загрязненной  (3 «б» класс) в грязную 

(4 «а» класс). Иная тенденция прослеживается в 

восточном отсеке Пролетарского водохранилища, 

где оно улучшилось и перешло из экстремально 

грязной (5-й класс) в воду грязную − очень грязную 

(4 «б» и «в» классы). 
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Following prolonged collaboration between the IPE RAS and the VSEGINGEO MNR the results of instrumental observa-

tions over hydrodynamic and seismic processes obtained in the Geophysical Observatory in Northern Caucasus (Elbrus vol-

canic area) and in the dedicated observation points located in the European part of Russia are presented. The results of 

long-term instrumental observations were analyzed simultaneously with specific estimations of principal factors allowing to 

better understand development of geodynamic reconstructions and to evaluate conditions in complex geological environment 

of the earthquake-prone region with respect to possible practical applications for prediction of multiscale seismic processes. 

 
Keywords: geodynamic processes, monitoring of geological deformation, earthquake precursors, ULF magnetic field 

variations, prediction of seismic hazard. 

 
Сложные геофизические и сейсмические про-

цессы на территории Крымско-Кавказского регио-

на обусловливаются особенностями его географи-

ческого положения в пределах центрального сег-

мента Альпийско-Гималайского подвижного пояса. 

Наиболее известными сейсмическими событиями 

здесь являются катастрофическое землетрясение 20 

февраля 1920 г. в Гори (Грузия), разрушительные 

землетрясения 1927 г. в Крыму, катастрофическое 

землетрясение, произошедшее 7 декабря 1988 г. в 

Спитаке, и ряд других. Из недавних событий сле-

дует отметить землетрясение 28 мая 2013 г. с маг-

нитудой 5,2, эпицентр которого находился в 26 км 

к юго-западу от курортного города Теберда (43.19  

С.Ш., 41.66  В.Д.).  

В лабораториях Северокавказской геофизической 

обсерватории [1] ведется постоянный многопара-

метрический мониторинг окружающей среды. Изу-

чаются наклонометрические, магнитовариационные, 

сейсмические процессы, контроль климатических 

параметров, геодеформационный и гидрологический 

скважинный мониторинг. Получаемые натурные 

данные дают возможность ученым анализировать 

напряженно-деформированное состояние геологиче-

ской среды и проводить гидрогеохимический мони-

торинг газов глубинного генезиса (радон, торон, ге-

лий) с целью оценки активности эндогенных про-

цессов в региональном масштабе. 

Комплексный анализ результатов эксперимен-

тальных наблюдений, учѐт и оценка сведений о 

режимообразующих факторах позволяют составить 

обстоятельное представление о развивающихся 

геодинамических процессах и оценить состояние 

сложно построенной геологической среды в этом 

сейсмоопасном регионе с выходом на прогнозиро-

вание катастрофических сейсмических процессов. 

На тектонические и геодинамические процессы 

Северо-Западного Кавказа влияют условия его гео-

логического развития, приуроченность к разрыв-

ным сейсмогенерирующим и шовным зонам кон-

тактов структур первого порядка. В них прослежи-

ваются дифференцированные тектонические дви-

жения, которые обусловливают сейсмическую ак-

тивность [2]. 

Район Большого Сочи и прилегающие террито-

рии относятся к альпийской складчатой области 

мегантиклинория Большого Кавказа. Основными 

структурно-тектоническими элементами рассмат-

риваемой площади, начиная от побережья Черного 

моря, являются Адлерская тектоническая депрес-

сия (краевая зона Грузинской глыбы) и антикли-

наль Ахцу-Кацирха. Они ограничены на северо-

западе Курджипским, а на юго-востоке − Пицунд-

ским глубинными разломами, приуроченные к зоне 

сопряжения Сочи-Адлерской тектонической де-

прессии и Чвижепсинской структурно-фациальной 

(промежуточной) зоне. Северо-восточнее прости-

рается антиклинорий Главного хребта. Район ос-

ложнен рядом мелких тектонических нарушений 

разного порядка и взаимоподчиненности [3]. Со-

временные движения в пределах Большого Сочи 

сильно дифференцированы и характеризуются до-

вольно низкими скоростями в пределах шельфовой 

области от 0,8 до 0,9 мм/г и до 8–12 мм/г в осевой 

части Главного Кавказского хребта.  

Современные движения Большого Кавказа хо-

рошо отображают особенности его морфострукту-

ры – наблюдается продольная зональность, выра-

женная в нарастании скоростей в меридиональном 

направлении от периферии горного сооружения к 

его осевой части и сопровождающаяся значитель-

ными градиентами. Южный склон Большого Кав-

каза характеризуется сменой сейсмической актив-

ности и сейсмических затиший. Например, в рай-

оне Красной Поляны 28 января 1909 г. было заре-

гистрировано землетрясение силой 6 баллов, 21− 

27 декабря 1955 г. – 7−8 баллов, 3 января 1956 г. – 

6−7 баллов. Эпицентры землетрясений силой до 6 

баллов сосредоточены в сравнительно узкой полосе 

вдоль кавказского берега Черного моря − от Сочи 

до Сухуми. Большинство эпицентров местных сла-

бых землетрясений тяготеют к межблоковым шов-

ным зонам. 

Обращаясь к экспериментальным наблюдениям, 

отражающим сейсмическую активность в районе 

Западного Кавказа, и принимая во внимание ре-

зультаты скважинных наблюдений во второй поло-

вине декабря 2012 г., проведенных нами в пределах 

центрального сегмента Северного Кавказа с целью 

оценки сейсмической активности в период подго-

товки к проведению Олимпийских игр, можно от-

метить, что напряженно-деформированное состоя-
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ние геологической среды в регионе характеризова-

лось аномальными амплитудами уровней подзем-

ных вод (УПВ). По данным наблюдений за их из-

менениями, здесь к середине декабря сформирова-

лась обширная зона растяжения, отражающая усло-

вия подготовки сейсмических событий малых и 

средних энергий с общей вероятностью реализации 

в пределах радиуса 200 км (рис. 1).  

 
Число 

 

Рис. 1. Изменения уровня подземных вод в скважине и атмосферного давления за декабрь 2012 г. 

 (центральный сегмент Северного Кавказа) 

 
Заметный подъѐм УПВ в контрольных скважи-

нах начался 15 декабря 2012 г. Причем по всем ре-

гистрируемым параметрам (температура подзем-

ных вод, объемные содержания радона, торона и 

гелия) тенденция трансформации напряжений со-

хранилась практически до 19 января 2013 г. Сейс-

мически активными в декабре 2012 г. являлись 

Терско-Сулакская зона прогибов; Новороссийско-

Лазаревская складчатая зона; разлом I порядка в 

пределах юго-восточной части Восточно-Кубан-

ского прогиба; складчатая зона Главного хребта на 

территории Грузии; область континентального 

шельфа Черноморской впадины, в зоне влияния 

глубинного разлома.  

По результатам газогидрохимического монито-

ринга в годовом цикле была выявлена тенденция 

повышения объемного содержания гелия в воде на 

фоне сезонного увеличения выноса газа. Контра-

стное увеличение объемного содержания гелия в 

воде зафиксировано 15−16 и 27−28 декабря 2012 г. 

(рис. 2). Именно в этот период сейсмическая акти-

визация наблюдалась и на Кавказе, и на шельфе 

Черного моря.  

Итак, опираясь на результаты геодеформацион-

ного мониторинга, отмечаемую в декабре активи-

зацию напряженно-деформированного состояния 

геологической среды в изучаемом регионе мы от-

несли к верхнефоновой по средним многолетним 

региональным оценкам. Наблюдаемые при этом 

аномалии в геофизических полях отражают разви-

тие в районе Большого Сочи и на прилегающих 

территориях отдельных очагов напряжений, харак-

терных для сейсмических событий, формирующих-

ся на глубинах порядка 10−15 км с магнитудой от 3 

до 5. Эти данные, обобщающие результаты прове-

денного газогидрогеохимического мониторинга, 

позволили перед Олимпийскими играми оценить 

геодинамическую обстановку в районе Большого 

Сочи и на прилегающих территориях как относи-

тельно спокойную.  
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Число 

 

Рис. 2. Изменения содержания гелия в воде 

 и температуры в скважине, декабрь 2012 г. (центральный сегмент Северного Кавказа) 
 

Такое заключение было сделано исходя из то-

го, что на большей части территории Северо-Кав-

казского региона состояние геологической среды 

в конце 2012 – начале 2013 г. оставалось на уров-

не фоновых значений. Отклонения наблюдались 

только в первой и второй декадах декабря, когда 

участилась повторяемость слабых сейсмических 

событий в регионе с магнитудами до 3,5, а уже в 

третьей произошло несколько заметных землетря-

сений.  

Сетью сейсмических станций Геофизической 

службы РАН и аппаратурными комплексами Севе-

рокавказской геофизической обсерватории 23 де-

кабря 2012 г. в 17.31 по московскому времени на 

шельфе Черного моря у побережья Абхазии, в 

65 км к западу от г. Сухуми, было зафиксировано 

ощутимое землетрясение с магнитудой 5,6, глубина 

очага 10 км. Затем 25 декабря в Черном море у по-

бережья Абхазии было ещѐ два землетрясения с 

магнитудами 5,4 и 4,4. 

Говоря об указанных сейсмических событиях, 

отметим, что все они могут быть отнесены к коро-

вым, характерным для Крымско-Кавказского регио-

на. В этой связи представляет определенный науч-

ный интерес их сопоставительный анализ за послед-

ние годы [1]. Начнем с турецкого землетрясения 8 

марта 2010 г. (08 02:32:34 UTC, координаты эпицен-

тра 38.873° С.Ш., 39.981°В.Д., глубина 12 км, магни-

туда 6,1) [4]. 

 

Приборы Северокавказской геофизической об-

серватории (расстояние 590 км от эпицентра) и маг-

нитные вариометры в районе пункта «Карпогоры» 

(Архангельская область, расстояние 2860 км от эпи-

центра) зафиксировали как сейсмические сигналы, 

так и магнитные возмущения, наведенные этим 

сейсмическим событием. Перед всеми землетрясе-

ниями наблюдались отчетливые магнитные пред-

вестники. Регистрация и анализ данного класса маг-

нитных сигналов от ближних коровых сейсмических 

событий являются значимыми с точки зрения пони-

мания электромагнитных процессов, возбуждаемых 

при трансформации геологических структур. 

Подготовка тектонического землетрясения – 

сложный геодинамический процесс. Существует 

несколько моделей, которые предложены для объ-

яснения ряда наблюдаемых явлений, связанных с 

появлением предвестников и других возмущений, 

предваряющих разномасштабные сейсмические 

события. В числе предвестников выделяют и маг-

нитные возмущения, природа которых до сих пор 

остается дискуссионной [1]. 

Сопоставляя полученные волновые формы маг-

нитных возмущений, зарегистрированных на Се-

верном Кавказе и в субавроральной зоне (Архан-

гельская область), отметим появление характерных 

аномальных магнитных возмущений (своеобразных 

предвестников) за два с половиной часа до главно-

го удара (рис. 3).  
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Рис. 3. Вариации магнитного поля Земли (H-компонета) и наклонов земной поверхности (E, «Восток−Запад»),  

зафиксированные  в лаборатории № 4 Северокавказской геофизической обсерватории, а также 

в научном стационаре «Карпогоры» в период подготовки и развития землетрясения в Турции  

03.08.2010 г. Данные магнитных вариометров профильтрованы в диапазоне периодов 20 – 300 с 

 

Основные характеристики землетрясения на За-

падном Кавказе 19 января 2011 г. (время в очаге 

09:17:53.7, координаты эпицентра: N 42.02, E 42.67, 

глубина 25 км, магнитуда 5,3) сопоставимы с рас-

смотренным выше турецким событием. 

На рис. 4 приведены записи вариаций магнитно-

го поля Земли (H, D, Z) и наклонов земной поверх-

ности (EW), зарегистрированные информационно-

измерительными комплексами лаборатории № 2 

Северокавказской геофизической обсерватории в 

период подготовки и развития этого землетрясения. 

Полученные экспериментальные материалы позво-

ляют выделить две области на магнитограммах 

(фрагменты 1 и 2), в которых проявились аномаль-

ные магнитные возмущения, предшествующие 

главному удару. 

Как и в случае турецкого, зафиксированные 

аномальные магнитные возмущения в период под-

готовки и развития кавказского землетрясения от-

личаются характерной структурой и являются дос-

таточно информативными предвестниками. Струк-

тура аномальных магнитных возмущений (кратко-

срочных предвестников) претерпевает заметные 

изменения на всех этапах подготовки и развития 

землетрясения, а их регистрация происходит как 

вблизи, так и на значительном расстоянии от эпи-

центра события (рис. 3). 

 

Аналогичные результаты были получены и при 

анализе землетрясений в районе Большого Сочи, 

которые подробно проанализированы в нашей ра-

боте [5]. 

Комплексные гидрофизические и сейсмические 

наблюдения, связанные с изучением условий фор-

мирования и перестроения структур гидрогеоде-

формационного поля в периоды различной сейсми-

ческой активности на территории Северного Кавка-

за, позволили проследить, как подземная гидросфера 

реагирует на все региональные изменения напряже-

ний в земной коре, включая и развитие процессов 

подготовки землетрясений. Подтверждено, что гео-

динамический мониторинг дает возможность полу-

чать обширную информацию о развивающихся гео-

динамических и сопутствующих сейсмических про-

цессах в верхних слоях литосферы. Сведения, кото-

рые в настоящее время удается получить при оценке 

структурной перестройки геологической среды, со-

ставляют из-за ряда нерешенных пока научных и 

научно-методических вопросов лишь часть этой ин-

формации. 

Время развития сейсмического процесса, свя-

занного с подготовкой землетрясений, по данным 

геодинамического мониторинга во многих случаях 

устанавливается относительно точно (за 1−15 сут). 

Более проблематичным является прогноз места и 

точного времени сильного землетрясения.  
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Рис. 4. Записи вариаций магнитного поля Земли (HBAK, DBAK, ZBAK) и наклонов земной поверхности (EBAK)  

информационно-измерительными комплексами Северокавказской геофизической обсерватории  

в период подготовки и развития сейсмического события на западном Кавказе 19.01.2011 г.,  

а также результаты частотной фильтрации их фрагментов (полоса пропускания фильтра 30 – 300 с) 

 

В региональной динамике поля напряжений 

просматривается пока лишь некоторая ориента-

ция, указывающая предположительно на регион, в 

котором ожидается сейсмическое событие. В свя-

зи с этим необходимо дальнейшее, более углуб-

ленное, изучение природы структурной пере-

стройки поля напряжений и возникающих в этой 

связи сопутствующих возмущений полевых 

структур. 

Анализ аномальных вариаций магнитного поля 

Земли, которые предваряют развитие сейсмиче-

ских событий, имеет важное фундаментальное и 

прикладное значение. Получаемые здесь экспери-

ментальные данные позволяют расширить наши 

знания в области изучения сложных механизмов 

подготовки и развития землетрясений как на суше, 

так и в море [6 − 8]. В ряде случаев аномальные 

магнитные возмущения могут быть использованы 

при построении прогностических алгоритмов, 

развиваемых в интересах построения специальных 

информационно-измерительных систем преду-

преждения о надвигающихся катастрофических 

землетрясениях, а приведенные выше развернутые 

волновые формы позволяют проследить за изме-
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нениями, которые происходят в структуре ано-

мальных магнитных возмущений по мере при-

ближения главного сейсмического удара.  

В заключение отметим, что представительный 

анализ сложных геодинамических и геофизиче-

ских процессов в зоне подготовки сейсмического 

события рассмотрен в работах В.Н. Николаевско-

го [9]. Согласно развиваемым им в течение мно-

гих лет подходам, на формирующиеся структуры 

в области подготовки сейсмических событий зоны 

сжатия и растяжения возникают практически од-

новременно. Как и при взрыве, избыточный объем 

зоны растяжения вытесняется (иначе говоря, кон-

тур зоны разрушения перемещается) во внешний 

упругий массив. На этом этапе в ходе упругопла-

стического деформирования происходит важней-

шее геофизическое явление, связанное с локали-

зацией отдельных дилатансных структур. В разви-

тие этого процесса появляются и поверхности 

скольжения. Локализация может быть ускорена 

поступлением флюидов в вакуумированное поро-

вое пространство (в том числе атомарный водород), 

снижением поверхностной энергии Гриффитса 

свежих трещин, их быстрым прорастанием. Имен-

но этим завершается внутреннее разрушение от-

дельных объемов наэлектризованных дилатанс-

ных структур, спонтанно формирующихся в очаге 

готовящегося землетрясения. Зоны разрушения 

«мгновенно» лишаются своего объема, а из зон 

упругого сжатия происходит динамическая отдача 

упругой и электромагнитной энергии.  

Известно, что важным параметром, который от-

ражает масштабы разуплотнения разломно-блоко-

вых образований в земной коре, служит поведение 

коды S-волн. Следуя В.Н. Николаевскому, естест-

венно полагать, что в масштабах региональной тек-

тоники целые этажи земной коры могут работать 

как гигантские дилатирующие образования, обес-

печивая условия для формирования очаговых зон 

[1, 9 − 13]. 

Результаты анализа наблюдений геодинамиче-

ских и сейсмических процессов в Крымско-Кав-

казском регионе дают основания сделать оптими-

стический вывод о том, что прогнозированию 

места готовящегося сейсмического события спо-

собствовала бы разработка новых, более информа-

тивных технологий анализа геофизических полей 

на различных этапах перестройки геологической 

среды. Следует при этом учитывать, что совре-

менные наблюдательные пункты региональной 

прогностической сети, особенно в южных сейсмо-

активных регионах России, расположены редко, 

что затрудняет определять место будущей сейс-

мической катастрофы. Базовым элементом геоди-

намического мониторинга должна быть комплекс-

ная (геофизическая, геохимическая и гидрогеоло-

гическая) сеть наблюдений с максимальным ис-

пользованием существующей  режимной гидро-

геологической сети, глубоких и сверхглубоких 

скважин и ключевых участков контроля над раз-

витием техногенных и экзогенных процессов. 
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Проанализированы основные особенности и содержание тяжелых металлов в различных функциональных зонах 

г. Ростова-на-Дону. Выявлены накопление тяжелых металлов в почвах промышленных и селитебных ландшафтов, а 

также долговременные тенденции аккумуляции тяжелых металлов в верхнем почвенном горизонте. Уровень за-

грязнения почв оценен как допустимый и умеренно опасный. 

 

Ключевые слова: тяжелые металлы, функциональные зоны, источники загрязнения, геохимические ассоциации 

и аномалии, суммарный показатель загрязнения.  

 

The content and main features of distribution of heavy metals in the soils from different functional zones have been ana-

lyzed. The accumulation of heavy metals in the soils of industrial and settlement urban landscapes has been noted. The long-

term trends in accumulation of heavy metals in topsoils were identified. The soil pollution level was assessed as acceptable 

and moderately dangerous. 

 

Keywords: heavy metals, functional zones, sources of pollution, geochemical associations and anomalies, total pollution 

index. 

 

Распределение тяжелых металлов в почвах 

Ростова н/Д, их миграция и аккумуляция в раз-

личных урболандшафтах, а также санитарно-гиги-

еническая оценка городских почв рассмотрены во 

многих публикациях [1 – 5]. К настоящему време-

ни получен ряд важных результатов: установлены 

общие закономерности пространственного рас-

пределения тяжелых металлов, выявлена локали-

зация геохимических аномалий и определен их 

генезис, выполнена эколого-геохимическая оценка 

функциональных зон города и отдельных участков 

городской территории. 

Однако некоторые аспекты проблемы остаются 

малоисследованными. Прежде всего это детальная 

характеристика распределения химических эле-

ментов в почвах различных городских функцио-

нальных зон. Весьма ограниченны данные, харак-

теризующие поведение таких опасных токсикан-

тов, как кадмий, ртуть и мышьяк. Не установлены 

современные тенденции распределения тяжелых 

металлов. 

 

Объекты и методы исследований 

 

В основу работы положены материалы, полу-

ченные в 2012 – 2014 гг. в ходе эколого-

геохимических исследований на территории го-

родских парков, селитебных и промышленных 

функциональных зон, а также сохранившихся 

фрагментов природных ландшафтов. Было ото-

брано 116 проб почв, причем основной объем оп-

робования пришелся на рекреационные зоны – в 

пределах 10 городских парков отобрано 76 поч-

венных образцов. Промышленные ландшафты 

представлены промплощадкой ОАО «Эмпилс» в 

северо-западной промышленной зоне и электро-

подстанцией на Гвардейской площади. Селитеб-

ные ландшафты – территория на пересечении ул. 

М. Горького и пер. Нахичеванского, в прошлом 

занятая одноэтажной застройкой, где в настоящее 

время возводится жилищный комплекс «21 век». 

Условно природные ландшафты – участок в се-

верной части города, расположенный на пойме и 

первой надпойменной террасе левого берега р. 

Темерник. Территория практически не освоена, на 

ней развита луговая и степная растительность, 

значительная часть площадки заболочена. 

Изучалось распределение в верхнем почвенном 

горизонте химических элементов, включенных в 

стандартный перечень химических показателей 

качества почв: свинца, кадмия, цинка, меди, нике-

ля, мышьяка, ртути [6]. Аналитические исследо-

вания выполнялись в региональном лабораторном 

центре ОАО «Южгеология» и испытательном ла-

бораторном центре ФБУЗ «Центр гигиены и эпи-

демиологии в Ростовской области». 

Характеристика временной динамики распре-

деления элементов проводилась путем сравнения 
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с данными эколого-геохимических исследований 

в северо-западной части Ростова н/Д, проведен-

ных в 1994 г. [2]. Для эколого-геохимической 

оценки были использованы такие геохимические 

коэффициенты и показатели, как коэффициент 

концентрации и суммарный показатель загрязне-

ния. Коэффициент концентрации (Kc) – отношение 

содержания химического элемента в оцениваемом 

объекте к его фоновому содержанию; суммарный 

показатель загрязнения (СПЗ, Zc), позволяющий 

оценить уровень комплексного загрязнения, пред-

ставляет собой аддитивную сумму превышений 

концентраций отдельных элементов над единич-

ным (фоновым) уровнем: Zc= ΣKc – (n–1), где Кс – 

коэффициент концентрации; n – число химиче-

ских элементов, входящих в изучаемую ассоциа-

цию. 

При Zc < 16 категория загрязнения оценивается 

как допустимая, если Zc  лежит в диапазоне 16 – 

32 – умеренно опасная, в диапазоне 32 – 128 – 

опасная [7]. 

В качестве геохимического фона принимались 

средние концентрации химических элементов в 

почвах природных ландшафтов Ростовской облас-

ти, полученные в ходе многолетних исследований, 

проводимых сотрудниками кафедры геоэкологии 

и прикладной геохимии ЮФУ [8 – 12]. Оценка 

степени загрязнения почв проводилась на основе 

санитарно-гигиенических нормативов – предельно 

допустимых концентраций (ПДК) и ориентиро-

вочно допустимых концентраций (ОДК) химиче-

ских элементов [13, 14]. 
 

Результаты исследований 
 

Распределение цинка характеризуется высокой 

контрастностью: в почвах различных ландшафт-

ных зон его содержание варьирует от 15 до 1000 

мг/кг (табл. 1). Среднее содержание, изменяющее-

ся от 126 (природные ландшафты) до 328,8 мг/кг 

(промышленные), повсеместно превосходит есте-

ственный геохимический фон, Kc варьирует от 1,5 

до 3,9 (табл. 2). Загрязнение почвенного покрова 

цинком выявлено во всех ландшафтах, исключая 

природные. Наиболее высокие концентрации за-

фиксированы на промплощадке ОАО «Эмпилс», 

где содержание элемента достигает 1000 мг/кг, 

или 4,5 ОДК. Следует отметить, что «Эмпилс» – 

ведущий российский производитель декоративных 

лакокрасочных покрытий и оксида цинка (цинко-

вых белил). Предприятие существует на двух 

площадках, одна из которых, расположенная в 

центре города, выпускает цинковые белила с 1923 

г. В ходе эколого-геохимических исследований 

Ростова н/Д В.В. Приваленко выявил, что это ла-

кокрасочное производство находится в эпицентре 

загрязнения почвенного покрова цинком [3]. 

Спустя десятилетия завод по-прежнему остаѐтся 

наиболее мощным источником загрязнения почвы. 

Именно в его окрестностях зафиксированы мак-

симальные концентрации Zn – 2462 мг/кг [5]. 

Наши исследования проводились на второй 

площадке, строительство которой развернулось в 

70-е гг. ХХ в. Содержания цинка здесь достигают 

1000 мг/кг; превышающие ОДК концентрации об-

наружены в восьми из пятнадцати проб. Про-

странственное распределение элемента весьма 

неоднородно: уже на расстоянии 100 м от цен-

тральной площадки с наибольшим уровнем за-

грязнения содержание падает до 50–80 мг/кг. 

За последние двадцать лет произошло сущест-

венное снижение концентраций цинка в городских 

почвах. Максимальные концентрации элемента 

уменьшились на порядок: в 1994 г. они достигали 

10000 мг/кг, сейчас – 1000 (табл. 1). Заметно сни-

зились и средние концентрации, особенно резко – 

почти в 4 раза – в почвах селитебных ландшафтов. 

Тенденция снижения уровня загрязнения почв 

цинком подтверждается и исследованиями В.В. 

Приваленко, отмечавшего уменьшение контраст-

ности геохимических аномалий элемента в 1995 –

1998 гг. [3]. Превышения ОДК Zn выявлены в 

22 % общего числа проб, отобранных на террито-

рии селитебных, рекреационных и промышленных 

ландшафтов. 

Таблица 1 

Пределы колебаний содержаний химических элементов в почвах различных урболандшафтов, мг/кг 

 

Хими-

ческие  

элементы 

Городские ландшафты 

Природные 

(2014 г.) 

Рекреационные Селитебные Промышленные 

1994 г. 2013 г. 1994 г. 2012 г. 1994 г. 2014 г. 

Pb 10–40 20–400 10–200 20–1000 11–77 20–3000 8–400 

Zn 80–200 80–2000 15–800 80–10000 31–699 100–3000 50–1000 

Cd 0,11–0,21 – 0,2–0,5 – 0,07–0,8 – 0,35–2,2 

Hg 0,006–0,021 – 0,014–0,045 – 0,06–0,38 – 0,006–0,031 

As 1,1–4,4 – 1–3 – 0,41–20 – 0,8–3,3 

Ni 30–50 30–60 30–100 20–80 22–32 30–80 9,7–50 

Cu 30–50 30–200 50–300 30–500 10,3–61 40–300 20–78,1 

Таблица 2 
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Среднее содержание химических элементов в почвах различных урболандшафтов, мг/кг 

 

Химические 

элементы 

Городские ландшафты 

Фон ПДК (ОДК) Природные Рекреационные Селитебные Промышленные 

2014 1994 2013 1994 2012 1994 2014 

Pb 22,5 46,4 42 98,9 51 131,5 67 24,0 130 

Zn 126 284,1 192,8 781,2 200,5 348,4 328,8 84,3 220 

Cd 0,16 – 0,37 – 0,27 – 0,87 0,22 2,0 

Hg 0,112 – 0,031 – 0,21 – 0,01 0,13 2,1 

As 2,52 – 1,74 – 8,9 – 1,8 4,76 10 

Ni 44 46,4 47,5 50,6 27 44,2 37,3 41,0 80 

Cu 39 59,8 89,5 78,4 29,8 61,4 40,7 34,8 132 

 
Концентрации свинца изменяются от 10 до 

400 мг/кг, причем минимальные концентрации 

характерны для природных ландшафтов, макси-

мальные – для промышленных. Только в почвах 

природных ландшафтов содержание Pb ниже есте-

ственного педогеохимического фона, в остальных 

превышает фон в 1,8–2,8 раза. Максимальное со-

держание приурочено к территории ОАО «Эм-

пилс» и достигает 150 и 400 мг/кг. Несмотря на 

общий высокий уровень содержания элемента, 

загрязнение свинцом обнаружено лишь в 3 % от 

всех почвенных проб. Концентрации свинца сни-

зились по сравнению с 1994 г. в почвах всех 

ландшафтов, наиболее резко – для промышленных 

зон: среднее содержание почти в 2 раза, макси-

мальное – в 7,5. 

В ходе эколого-геохимических исследований 

1980–2000 гг. распределению таких токсичных 

элементов, как ртуть, кадмий и мышьяк, уделялось 

мало внимания. Известно, что содержание кадмия в 

основном изменялось от 0,003 до 0,006 мг/кг, мак-

симальные концентрации, выявленные на участке 

между ул. Мечникова и Черепахина, составляли 

0,25 – 0,35 мг/кг [1]. Проведенные нами исследо-

вания показали, что содержание металла варьи-

рует в широком диапазоне – от 0,07 до 2,2 мг/кг. 

В почвах всех ландшафтов, за исключением при-

родных, среднее содержание элемента выше ес-

тественного фона, увеличиваясь от природных 

(0,16 мг/кг) до промышленных (0,87 мг/кг). 

На промплощадке ОАО «Эмпилс» выявлено 

единственное превышение ОДК (в 1,1 раза). Вы-

сокое содержание цинка, свинца и кадмия связано 

со спецификой производства. Характерной осо-

бенностью лакокрасочного производства является 

использование широкого спектра сырьевых мате-

риалов, в том числе пигментов, сиккативов и дру-

гих компонентов, содержащих тяжелые металлы. 

Наиболее часто используемыми являются свинцо-

вый сурик, свинцовый и цинковый кроны, цинко-

вые белила, кадмиевая желтая [15]. 

Почвы промышленных ландшафтов отличаются 

минимальным содержанием ртути (среднее 0,01 

при разбросе от 0,006 до 0,031 мг/кг); селитебных – 

максимальным (0,21 и 0,06–0,38 мг/кг). Концен-

трации мышьяка также значительно ниже естест-

венного фона, самыми высокими значениями вы-

деляются селитебные ландшафты – до 20 мг/кг, 

что в 2 раза выше ОДК. 

Содержание меди в почвах различных город-

ских ландшафтов в целом сопоставимо с регио-

нальным фоном. Исключение составляют терри-

тории парков, где медь превосходит фон в 2,6 

раза. Возможно, это связано с применением медь-

содержащих пестицидов (бордосской жидкости) 

при выращивании парковых культур. Только в 

парковых почвах обнаружены концентрации меди 

до 300 мг/кг, что в 2,3 раза выше ОДК. 

Содержание никеля слабо варьирует от 22 до 

80 мг/кг, загрязнение почв этим металлом не вы-

явлено ни в одной точке. 

По величине СПЗ подавляющее число почвен-

ных проб относится к допустимой категории за-

грязнения. Значение СПЗ в диапазоне 16–32 (уме-

ренно опасная категория) зафиксировано лишь в 

пяти точках опробования, три из которых распо-

ложены на промплощадке ОАО «Эмпилс», по од-

ной – на территории парка им. Вити Черевичкина 

и селитебных одноэтажных ландшафтов на пере-

сечении ул. им. Максима Горького и пер. Нахиче-

ванского. 
 

Выводы 
 

1. Почвы разных функциональных зон раз-

личны по уровню содержания химических эле-

ментов. Если сравнить средние концентрации ме-

таллов и мышьяка с естественным геохимическим 

фоном, то можно составить следующие геохими-

ческие ассоциации: 

– природные ландшафты: Zn1,5– Cu1,1 – Ni1,1; 

– селитебные: Zn2,4 – Pb2,1 – As1,9 – Hg1,6 – Cd1,2; 

– рекреационные: Cu2,6 – Zn2,3 – Pb1,8 – Cd1,7 –

Ni1,2; 

– промышленные: Cd4 – Zn3,9 – Pb2,8 – Cu1,2. 

2.  При ранжировании урболандшафтов по ко-

личеству элементов, превышающих фон, выстраи-
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вается следующий ряд: рекреационные, селитеб-

ные >промышленные >природные. По величине 

коэффициента концентрации выявляется последо-

вательность: промышленные>рекреационные >се-

литебные >природные. 

3. Городские почвы в целом слабо загрязнены 

тяжелыми металлами и мышьяком. Наиболее ши-

роко распространено цинковое загрязнение (при-

сутствует в 22 % изученных проб), затем медное 

(7 %), свинцовое (3 %), мышьяковое (2 %) и, на-

конец, кадмиевое (1 %). Очевидно, что цинк явля-

ется индикатором загрязнения почвенного покро-

ва г. Ростова н/Д. 

4. С течением времени происходят деконцен-

трирование элементов в городских почвах и 

уменьшение уровня загрязнения. 

5. В целом загрязнение городских почв оцени-

вается как допустимое. Локальные участки с уме-

ренно опасным загрязнением выявлены в пределах 

промышленных ландшафтов, а также селитебных 

и рекреационных ландшафтов, расположенных в 

историческом ядре города. В первом случае это 

объясняется наличием мощного источника загряз-

нения, во втором – длительным техногенным воз-

действием. 
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хранении ДНК-связывающей активности p65 NF-kB на уровне нормы. Такой характер изменений свиде-

тельствует о ведущей роли модификации кахектина в нарушении регуляторных реакций сократитель-

ной активности миометрия. 

 

Ключевые слова: преждевременные роды, околоплодные воды, аннексин, кахектин, р65 NF-kB, ак-

тивность ФЛА2. 

 

We studied in the amniotic fluid the complex of interrelated regulation of contractile uterine activity. We 

identified the  annexin, cachetin, DNA-binding activity P65 subunit of NF-kB and phospholipase A2. Identified 

increased levels of annexin, cachetin and PLA2 activity while maintaining DNA-binding activity p65 NF-kB at 

the physiological level. That confirms the leading role of modifications cachetin in violation of regulatory reac-

tions of contractile activity of myometrium. 

 

Keywords: preterm birth, amniotic fluid, annexin, cachectin, R65 NF-kB, activity A2. 

 

Значительная роль в отсутствии тенденции к 

снижению количества преждевременных родов 

принадлежит широкому внедрению вспомогатель-

ных репродуктивных технологий (ЭКО, ICSI, сти-

муляция овуляции), в связи с чем выросло количе-

ство многоплодных беременностей, являющихся 

фактором риска преждевременного еѐ прерывания 

[1]. При этом экстрагенитальная патология у жен-

щин и наличие рубца на матке также служат фак-

торами развития преждевременных родов. Наряду с 

медицинской проблемой преждевременные роды 

ассоциируются с социальной проблемой, так как 

перинатальная заболеваемость и смертность у не-

доношенных новорождѐнных в 40 раз выше, чем у 

доношенных. В то же время имеются данные о по-

вышенной заболеваемости и смертности у недоно-

шенных детей при многоплодии, которые в 4−11 

раз выше, чем при преждевременных родах одним 

плодом [2]. В научной литературе имеются указа-

ния на необходимость уделить особое внимание 

современным методам диагностики преждевремен-

ного прерывания беременности. Следует подчерк-

нуть, что все клинические методы, которые обла-

дают высокой чувствительностью (клинические 

симптомы, укорочение шейки матки по данным 

УЗИ), считают поздними признаками преждевре-

менных родов, когда терапия данного осложнения 

беременности может быть неэффективной. Полу-

ченные в последнее время сведения о происхожде-

нии околоплодных вод, скорости циркуляции и 

процессах их резорбции, а также новые данные о 

патогенезе мало- и многоводия способствовали по-

явлению значительного интереса к их изучению 

[3]. При этом в связи с достижениями молекуляр-

ной биологии систематизированы исследования о 

динамике информационных регуляторных биоло-

гически активных макромолекул амниотической 

жидкости и влияние на них системы «малых моле-

кул». В то же время весьма мало сведений о роли 

околоплодных вод как биологического посредника 

передачи информации от плода к материнскому 

организму [3, 4]. Поэтому особую актуальность 

приобретают вопросы современного биохимиче-

ского анализа околоплодных вод при различных 

акушерских патологиях, в том числе и преждевре-

менных родах, с целью выяснения механизма раз-

вития данной патологии и возможности проведения 

научно обоснованных терапевтических мероприя-

тий и реальной профилактики данного осложнения 

беременности. 

Для своевременного прогнозирования прежде-

временных родов необходимы выявление возмож-

ных метаболомных изменений, участвующих в ре-

гуляции сократительной деятельности матки, и 

разработка маркѐров этой патологии с целью еѐ 

предупреждения. В настоящее время не вызывает 

сомнений, что преждевременные роды – результат 

не одной, а многих причин, приводящих к несвое-

временному усилению маточной активности. По-

следняя регулируется суммированным действием 

многих биоактивных компонентов, причѐм сниже-

ние продукции любого из еѐ ингибиторов или по-

вышение стимуляторов может обусловить прежде-

временную контрактильную активность миометрия 

и привести к прерыванию беременности. Посколь-

ку в инициации родов ведущую роль играют про-

стагландины, изучение метаболических изменений, 

влияющих на интенсивность их синтеза в компо-

нентах фетоплацентарного комплекса, в том числе 

околоплодных водах, с позиций достижений моле-

кулярной биологии имеет важное значение для по-

нимания процессов развязывания родовой деятель-

ности в разные сроки гестации [5, 6]. 

Целью исследования явилось изучение комплек-

са функционально взаимосвязанных биорегулято-

ров сократительной деятельности матки. 
 

Материалы и методы 
 

Под наблюдением находилось 66 беременных 

женщин, первую группу составили 29 женщин с 

ранними преждевременными родами (28−32 неде-
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ли), возраст которых варьировал в пределах 20− 

29 лет (40 %). Остальные 37 женщин в возрасте 

30−39 лет вошли в контрольную группу. Течение 

беременности у женщин I группы в 100 % случаев 

характеризовалось значительным количеством ос-

ложнений (угроза прерывания, ЗРП, преэклампсия). 

Наряду с этим среди беременных I группы у 93,1 % 

имело место инфицирование хламидиями, трихо-

монадами, а также выявлена условно-патогенная 

микрофлора: уреаплазма, микоплазма. Среди дан-

ных пациенток первобеременные составили 37,9 %, 

в то время как в контрольной группе первобере-

менных было 72,9 %. Возраст последних аналоги-

чен возрасту женщин с ранними преждевременны-

ми родами. В то же время гестация и роды у паци-

енток контрольной группы протекали без осложне-

ний. Среди экстрагенитальных заболеваний, выяв-

ленных у пациенток с преждевременными родами, 

у 72,4  % имела место эндокринная патология: за-

болевания щитовидной железы, сахарный диабет, 

гипофункция яичников, синдром гиперандрогении, 

врождѐнная дисфункция коры надпочечников. 

Материалом для исследования служили около-

плодные воды, полученные в первом периоде родов 

при их отхождении. Определение аннексина, ка-

хектина проводили иммуноферментным методом, 

наборами фирмы Europe/Inc (Австрия). ДНК-

связывающую активность субъединицы p65 транс-

крипционного фактора NF-kB и фосфолипазы А2 

(ФЛА2) оценивали с помощью иммуноферментных 

наборов фирмы Cayman Chemical (США). 

Статистическую обработку данных осуществля-

ли с помощью лицензионного пакета программ Sta-

tistica (фирмы Satsoft. Inc., версия 5.1). Для оценки 

статистической значимости различий между срав-

ниваемыми величинами в группах использовали 

критерий Стьюдента (t-критерий). Отклонения ме-

жду рядами считали достоверными при вероятно-

сти различий, превышающих 95 % (p < 0,05). 

Результаты исследования показали, что в око-

лоплодных водах женщин с ранними преждевре-

менными родами выявлены изменения в содержа-

нии биорегуляторов сократительной деятельности 

матки (таблица).   

Так, уровень аннексина был в 2,1 раза выше 

контрольных данных (p < 0,00049), а уровень ка-

хектина также превышал физиологические показа-

тели в 1,5 раза (p < 0,000001), в то время как ДНК-

связывающая активность субъединицы p65 транс-

крипционного фактора NF-kB соответствовала кон-

трольным данным. На фоне представленных полу-

ченных показателей околоплодных вод, так же как 

и аннексин, наиболее значимые изменения обнару-

жены в активности ФЛА2, еѐ величина превышала 

физиологические данные более чем в 2 раза 

(p=0,00022). Метаболическая взаимосвязь описан-

ных клеточных биорегуляторов такова: ядерный 

фактор NF-kB активируется кахектином, при этом 

аннексин контролирует активность ФЛА2 (в дан-

ном случае ингибирует еѐ). У пациенток с ранними 

преждевременными родами соответствие норме 

активности p65 ядерного фактора, надо полагать, – 

результат действия высокого уровня кахектина 

(провоспалительного цитокина) [7]. Это является 

результатом присоединения к нему белка IkB, ней-

трализующего его активность и только при фосфо-

рилировании IkB, обеспечивается функция р65 NF-

kB. Известным ингибитором продукции кахектина 

в околоплодных водах является бикунин, осущест-

вляющий эту функцию через блокирование СД-

14/TLR4/МД2. Однако при ранних преждевремен-

ных родах этот белок в амниотической жидкости не 

обнаружен [3]. Последнее свидетельствует об от-

сутствии фактора, ограничивающего синтез кахек-

тина, мощного провоспалительного полипептида. В 

этом случае наблюдается димеризация данного 

ядерного фактора на субъединицы p50 и p65. По-

следнее приводит к активации других генов, вызы-

вающих, по-видимому, синтез иных белков и поли-

пептидов, не свойственных данному сроку бере-

менности. Выше указывалось, что имело место вы-

сокое содержание в околоплодных водах аннекси-

на, функция которого заключается в ингибирова-

нии ФЛА2. Но у данных женщин активность этого 

фермента в околоплодных водах была также по-

вышена более чем в 2 раза (p = 0,00022). Можно 

полагать, что в такой метаболической ситуации при 

преждевременных родах имеются другие факторы, 

определяющие повышение активности ФЛА2, что 

приводит к дисбалансу в регуляторных реакциях 

сократительной деятельности матки. 
 

Содержание биорегуляторов в околоплодных водах  

у беременных с ранними преждевременными родами 

 

Показатель, 

о.е/мг белка 

Ранние 

преждевре-

менные 

роды 

Физиоло-

гические 

 роды 

р 

Кахектин, 

пг/мл 
87,9±1,8* 60,7±1,7 р=0,000001 

Аннексин, 

пг/мл 
0,517±0,072* 0,245±0,065 р=0,00049 

Фосфолипаза А2, 

 пг/мл 
7973±526* 3867±373 р=0,00022 

р65 ядерного 

 фактора NF-kB 
52,5±8,3 58,0±6,5 р=0,99156 

 

* − достоверные различия относительно контрольных 

данных.  



ISSN 0321-3005   ИЗВЕСТИЯ ВУЗОВ. СЕВЕРО-КАВКАЗСКИЙ РЕГИОН.                  ЕСТЕСТВЕННЫЕ НАУКИ.  2015.    № 2 

110 

Особого внимания заслуживает соотношение 

регуляторных полипептидов кахектина и аннексина 

при физиологических и ранних преждевременных 

родах, равное в первом случае 248, а во втором – 

170. Последнее свидетельствует о том, что при фи-

зиологической беременности продукция кахектина 

почти в 250 раз выше относительно аннексина. По-

скольку кахектин является активатором ядерного 

фактора NF-kB, то становится очевидным, что хотя 

и сохраняется при ранних преждевременных родах 

активация ядерного фактора NF-kB на физиологи-

ческом уровне, который в свою очередь обеспечи-

вает также синтез ФЛА2, но в то же время выявлен-

ное повышение содержания аннексина в около-

плодных водах свидетельствует о нарушении его 

продукции. Этот процесс контролируется глюко-

кортикоидами, реализующими своѐ действие через 

аннексин [8], что подтверждает роль воспалитель-

ного процесса в модификации изученных регуля-

торных компонентов, лежащих в основе прежде-

временной контрактильной активности миометрия. 

Наряду с этим увеличенный уровень аннексина 

усиливает ингибирующее действие на активность 

ФЛА2. Можно полагать, что в этих условиях, хотя и 

имеет место повышение содержания в околоплод-

ных водах аннексина, оно оказывается недостаточ-

ным для поддержания физиологической активности 

фосфолипазы А2. Такое значительное увеличение 

активности ФЛА2, несомненно, способствует акти-

вированию каскада арахидоновой кислоты, приво-

дящей к синтезу простагландинов, а следовательно, 

и усилению сократительной деятельности матки, 

завершающейся преждевременными родами. Несо-

мненный интерес представляют выявленные осо-

бенности метаболических взаимоотношений изу-

чаемых компонентов. Известно, что активация син-

теза аннексина контролируется гормонами надпо-

чечников. В данном случае у женщин с ранними 

преждевременными родами имели место заболева-

ния, свидетельствующие о гипофункции надпочеч-

ников. Последнее имеет большое значение для по-

нимания молекулярных механизмов увеличения 

содержания аннексина в околоплодных водах без 

участия гормонов надпочечников, которые, дейст-

вуя на аннексин, снижают доступность фосфоли-

пидных субстратов для фосфолипазы А2 и подав-

ляют синтез простагландинов [9]. Проведѐнные 

исследования позволяют считать, что в повышении 

уровня данного полипептида в околоплодных во-

дах при ранних преждевременных родах, очевидно, 

участвуют свободные радикалы, являющиеся неиз-

менными спутниками в условиях патологии, в том 

числе и при бактериальных инфекциях [10]. Как 

указывалось выше, у наблюдаемых женщин выяв-

лены различные виды инфекций, что позволяет 

считать их источником образования свободных 

радикалов. Интенсификация свободнорадикальных 

процессов модифицирует активность ферментов, 

ускоряющих синтез простагландинов [10]. 

Резюмируя полученные данные, можно заклю-

чить, что модификация содержания молекулярных 

клеточных биорегуляторов сократительной актив-

ности матки в околоплодных водах находит отра-

жение в нарушении их взаимодействия, являющем-

ся одним из начальных метаболомных поврежде-

ний, и может служить специфическим механизмом 

преждевременных родов. 

Выявленные изменения в содержании биорегу-

ляторов сократительной активности миометрия в 

околоплодных водах при ранних преждевременных 

родах позволяют акцентировать внимание на том, 

что ведущим компонентом, нарушающим регуля-

торные реакции в изученном комплексе, является 

модификация кахектина (провоспалительного ци-

токина). Таким образом, повышение содержания 

кахектина и активности фосфолипазы А2 в около-

плодных водах при беременности, осложнѐнной 

ранними преждевременными родами, является спе-

цифическим критерием развития этого осложнения 

и может быть использовано для их диагностики. Из 

полученных данных можно сделать вывод, что на-

рушение соотношений клеточных биорегуляторов 

в околоплодных водах, которое находит отражение 

в контрактильной активности миометрия, является 

одним из начальных повреждений, приводящих к 

дальнейшим метаболическим и функциональным 

нарушениям, обусловливающим ранние прежде-

временные роды.  
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ШТРИХИ К ПОРТРЕТУ 

 
 

ИОСИФ ИЗРАИЛЕВИЧ ВОРОВИЧ 

 
21 июня 2015 г. исполняется 95 лет со дня рож-

дения Иосифа Израилевича Воровича − выдающе-
гося российского ученого, обогатившего науку 
многими достижениями в области механики и ма-
тематики, замечательного педагога, создавшего 
школу механиков, продолжающую свою научную 
деятельность и имеющую и по сей день высокую 
репутацию в стране и за рубежом  

И.И. Ворович родился в старинном городке 
Стародубе на Брянщине, где и окончил среднюю 
школу. Интерес к точным наукам у него проявился 
еще в юношеские годы: девятиклассником он заме-
нил заболевшего учителя математики и вел занятия 
в старших классах. 

В 1937 г. И.И. Ворович поступил в Московский 
государственный университет на отделение механи-
ки, где преподавали ученые, являющиеся гордостью 
русской и советской науки. Первую научную работу 
по контактным задачам молодой ученый выполнил 
во время обучения под руководством будущего ака-
демика и директора Института проблем механики 
АН А.И. Ишлинского. 

С начала Великой Отечественной войны И.И. 
Ворович в числе других студентов МГУ был при-
зван в ряды Красной Армии и направлен на учебу в 
Военно-воздушную инженерную академию им. 
Н.Е. Жуковского. В те суровые годы курсанты по-
мимо приобретения инженерных знаний проходили 
производственную практику на прифронтовых аэ-
родромах. И.И. Ворович в 1942 г. был авиамехани-
ком на Волховском фронте. В 1944 г., окончив 
Академию с отличием, был оставлен для прохож-
дения службы, далее направлен в строевую часть 
для приобретения практического опыта, затем уча-
ствовал в войне с Японией на Забайкальском фрон-
те в качестве авиатехника и авиаинженера. В 
1945 г. в составе колонны Академии Н.Е. Жуков-
ского был участником Парада Победы 

 В 1947 г. он был отозван из строевой части для 
продолжения учебы в Академии, где под руково-
дством выдающегося ученого академика В. С. Пу-
гачева выполнил специальную научнаю работу по 
закрытой тематике, которую в 1950 г. защитил как 
кандидатскую диссертацию. Тогда же И.И. Воро-
вичу в Минвузе РСФСР предложили преподава-
тельскую работу. Его выбор пал на Ростовский го-
сударственный университет, где он начиная с 
1950 г. прошел все ступени преподавательской ле-
стницы, создав кафедру теории упругости, инсти-

тут механики и прикладной математики, школу 
учеников и последователей. 

Плодотворная работа по ряду научных направ-
лений математической теории упругости выдвину-
ла И.И. Воровича в число известных в стране спе-
циалистов. 

Еще во время войны его заинтересовали некото-
рые вопросы интенсивно развивающейся теории 
оболочек. Эти исследования продолжились в Рос-
товском госуниверситете и в 1958 г. И.И. Ворович 
защищает докторскую диссертацию в Ленинград-
ском университете на тему «Некоторые математи-
ческие вопросы нелинейной теории оболочек», в 
которой были заложены строгие математические 
основы этого раздела механики. Содержание рабо-
ты далеко выходит за пределы теории оболочек, 
имеет важное значение для теории нелинейных 
операторов в целом.  

Диссертация получила высокую оценку академи-
ков Ю.Н. Работнова и В.В. Новожилова, профессора 
С.Г. Михлина, члена-корреспондента РАН О.А. Ла-
дыженской. Эта работа сохранила актуальность до 
настоящего времени, что послужило основанием для 
ее издания в 1990 г. в виде монографии с соответст-
вующей доработкой; в 1998 г. вышла в США. 

В диссертации И.И. Ворович доказал теоремы 
разрешимости сложных нелинейных краевых задач 
теории тонкостенных конструкций. Здесь были 
обоснованы приближенные методы, особое внима-
ние уделено проблеме устойчивости. Эта проблема 
имеет важное практическое значение, трудна в ма-
тематическом плане, так как сводится к оценке 
числа решений нелинейной краевой задачи, что 
было сделано с применением новых топологиче-
ских подходов. Результаты были сразу же призна-
ны выдающимися в стране и за рубежом.  

Начатое в Ростовском университете плодотвор-
ное развитие актуальных направлений в области 
механики привело к созданию по инициативе И.И. 
Воровича в 1961 г. кафедры теории упругости на 
физико-математическом факультете. В 1961 г. 
здесь был заключен первый хозяйственный договор 
практического характера; c этого момента И.И. Во-
рович начинает осуществление программы по вне-
дрению теоретических разработок в практику, что 
стало одним из руководящих принципов всей его 
деятельности. Здесь также следует отметить цикл 
работ по использованию статистических методов 
при исследовании устойчивости оболочек. 
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К концу 60-х гг. ХХ в. на кафедре И.И. Ворови-
ча наряду с глубокими теоретическими разработ-
ками уже выполнялись и экспериментальные ис-
следования в области устойчивости тонкостенных 
оболочек, механики полимеров и другие. 

В 1971 г. Постановлением Совета Министров 
РСФСР был создан Научно-исследовательский ин-
ститут механики и прикладной математики (НИИМ 
и ПМ), директором которого был назначен И.И. 
Ворович. Основной принцип формирования кадро-
вого состава был тот же: сочетание фундаменталь-
ных и прикладных исследований. В Институте по-
лучили развитие многие фундаментальные направ-
ления кафедры теории упругости, но вместе с тем 
развивались и прикладные исследования в области 
прокатного оборудования, прочности подшипни-
ков, дефектоскопии, фундаментостроения, гидро-
экологии и другие направления. В области при-
кладной математики по инициативе И.И. Воровича 
было создано новое для Ростовской математиче-
ской школы научное направление − математиче-
ское моделирование сложных экологических и эко-
номических систем. 

Тридцать лет И.И. Ворович успешно руководил 
институтом, который превратился в ведущий на 
Юге России научный центр в области механики и 
прикладной математики.  

Решая проблему перехода от трехмерной задачи 
теории упругости к двухмерной, И.И. Ворович раз-
работал новый вариант асимптотического метода и 
выявил ряд общих закономерностей. На этой осно-
ве построены уточненные методы расчета пластин 
и оболочек, широко используемые в настоящее 
время. Существенный вклад И.И. Ворович внес и в 
изучение смешанных статических и динамических 
задач теории упругости. Одним из первых он начал 
исследовать и решать смешанные краевые задачи 
для полуограниченных областей, разработав эф-
фективные асимптотические методы, нашедшие 
многочисленные приложения. 

Значительная часть работ И.И. Воровича по-
священа динамическим задачам теории упругости 
для полуограниченных областей (типа полосы, 
слоя, цилиндра). В них произведено качественное 
исследование свойств решений и дано полное опи-
сание множества решений в различных классах 
функций, представлены критерии отбора единст-
венного решения. 

В ряде трудов И.И. Ворович выдвинул и обос-
новал принцип устойчивости естественного нена-
пряженного состояния, на основе которого устано-
вил ограничения на способы описания реологиче-
ских свойств вязкоупругих материалов. Совместно 
с учениками И.И. Ворович одним из первых дал 

вариационную постановку и решил ряд связанных 
задач термовязкоупругости в теории оболочек. 

Большое внимание он уделил исследованию 
критериев потери устойчивости вязкоупругих тон-
костенных конструкций, в результате чего возник-
ла динамическая трактовка задачи потери устойчи-
вости таких конструкций. 

Широкую известность получили исследования 
Иосифа Израилевича по математическому модели-
рованию экологических систем. Он был одним из 
инициаторов разработки эколого-математической 
модели Азовского моря, по адекватности и анализу 
учтенных факторов считаемой пионерской в миро-
вой практике и  получившей высокую оценку уче-
ных и общественности страны.  В 1983 г. за созда-
ние этой модели ему в числе других ученых была 
присуждена Государственная премия СССР. 

Научная и педагогическая деятельность И.И. 
Воровича по достоинству оценена научным сооб-
ществом. В 1970 г. он избран членом-коррес-
пондентом АН СССР по Отделению проблем ма-
шиностроения, механики и процессов управления; 
а в 1990 г. действительным членом АН СССР. 

За цикл работ по фундаментальным проблемам 
тонкостенных конструкций И.И. Ворович в составе 
группы исследователей был в 1998 г. удостоен Го-
сударственной премии Российской Федерации. 

В течение 50 лет выдающийся ученый и талант-
ливый педагог И.И. Ворович вел преподавательскую 
работу в Ростовском государственном университете. 
Большим авторитетом в России и за ее пределами 
пользуется созданная им научно-педагогическая 
школа ученых-механиков, среди которых около 50 
докторов и более 130 кандидатов наук.  

На протяжении многих лет он возглавлял редак-
ционную коллегию журнала «Известия вузов. Севе-
ро-Кавказский регион. Естественные науки (Извес-
тия СКНЦ ВШ)». 

Из научной школы И.И. Воровича вышел ряд рек-
торов и заведующих кафедрами ведущих вузов Рос-
сии, ученых, создавших новые научные направления.  

За боевые и трудовые заслуги он был награжден 
рядом орденов и медалей СССР и Российской Фе-
дерации, удостоен медалей академиков П.Л. Капи-
цы и А.А. Благонравова. 

Чувство долга и гражданской ответственности 
И.И. Воровича, способность самозабвенно трудить-
ся и увлечь других, душевность и доступность в об-
щении, человеческое обаяние его личности, прояв-
лявшееся в разнообразных жизненных обстоятель-
ствах, остаются в памяти его коллег, учеников, ас-
пирантов, студентов университета и всех тех, кто 
имел счастье общаться с этим великим Человеком  

Огромное научное наследие академика РАН 
И.И. Воровича продолжает служить науке. 

Ватульян А. О., Карякин М. И.,Чебаков М. И. 
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